BIOLOGIAI RENDSZEREK STATISZTIKUS FIZIKAJA

- skalazas és fluktuaciok az élovilagban

- kollektiv viselkedés ( ~ kooperativ jelenségek ) : sok hasonld biologiai egység egyiitt masként
viselkedik mint kiilon-kiilon

skalazas: hatvanyfgv. szerint viselkedé mennyiség

kollektiv viselkedés:
- atmenet az egységekben— globalis valtozas ( pl: hiités—megfagy )
- fajtai: mintazat ( pl: hokristaly )
rajzas= csoportos mozgas ( hal, madar, emberek,...)
zaj ( kiils6 perturbécio, fehér zaj ) hatasara mozgas
halézatok ( taplaléklanc is halozat, idegrendsz., fehérjék reakcidhalozata )
szinkronizaci6 ( per. Viselkedés fazisa dsszehangolodik, pl: vastaps )

kisérlet — modell alkotés ( alt. szamitogépes algoritmus, v. egyenletek ) szimuléaciok,
megértés ( josolni tudunk )

Bevezeto:

Fluktuéciok: véletlenszeriien valtozo ( sztochasztikus, de van benne korrelacio )
Elet annyira bonyolult, hogy nem igazan determinisztikus, nagyon fontos a véletlen
pl. mashogy néziink ki, szivritmusban is van véletlen, véletlen elektr. jelek az agyban
fluktuaciok, méretek....gyakran hatvanyfgv. eloszlasuak
Gauss — eloszlashoz vagyunk szokva, pl: emberek max. futasi sebessébe
de a vilagcsucsok logaritmikusan valtoznak
Zipf-tdrvény: szavakat sorba rakjuk, hogy milyen gyakran hasznalja valaki
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( ranking = sorrend )
sok kolcsonhato egységbdl allo rdsz.-ben stat. Tulajdonsagok(fluktuacid, skalazas)megjelennek.
fluktuaciok: 1. molekularis bioldgia — fehérjemolekuldk, mikroszkopikus
\ ~ 1000 vizmolekula nagysagrendii, de vizes oldatban
10 ' sec alatt t5bb 100 vizm. iitkdzik neki.
mikroszkopikus véletlenszerliség
2. van makroszkopikus véletlenszertiség — sok, determinisztikusan kolcsonhato rendsz.
kaotikusan viselkedik, véletlenszeriinek tekintheto

2 felfogas: élet - annyira bonyolult, hogy csak stat.fiz.eszkdzokkel vizsgéalhat6-ez lesz

ebben az eldadasban
\
bonyolult, kaotikus, determinisztikus



3. nemlinearisan kolcsonhat6 rdsz.-ek
mikroszkdpikus zaj

sok egység — komplex viselkedés
nemlin. k.hat

Zaj, fluktudcidk
fehér zaj, nem korrelalt
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korr.fgv.  zaj ampl. A-fie_lgtc:)I val6 eltérést adja, atlag:térben, idében

fehér zaj hat a rdsz.-re —rdsz. fluktual, fluktuacidé nem feltétlen fehér, lehet korrelalt

Fix) sbidast | ﬁ.aF":F(ﬁ'x‘}*ngﬁ} Fi)

fgv. argumentumat valtoztatva a fgv. Alakja megmarad, csak egy szorzdval valtozik
ez mint fgv. egy. — csak a hatvanyfgv. a mego.

Lk fzit-> F‘@X?ﬂif v/

Stat.fiz.: krit jelenségek ( masodrendil fazisatalakulas ) sonan a mennyiségk hatvanyfgv. szerint
Valtoznak.

ﬁ: M -39

def.:

Biologiaban: pl. halrajok méretének eloszlasa hatvanyfgv.-szerli
skalazas—univerzalitas ( a rdsz.-ek széles csaladjanal uez. a viselkedés,
uezzel a hatvannyal )

a modellben sok részlet valtoztatdsa nem valtoztat az univ. osztalyon,
vmilyen mar 4tviszi egy masik univ. osztalyba
pl: hing-m. 1. szomszd kh. 2. szomszéd,...100.szomszéd-uaz

0 szomszédot érez — masik osztaly
kritikus allapot — nagy fluktuaciok, nagyon érzékeny kis kornyezeti behatasokra is
miért van a skalazas? : T >T. : rendezetlen, nincs szimmetriasértés



T, : spontan szimm.sértés ( pl. beadllnak a spinek )
elsdrendii: ugrasszerii ez a valtozas
masodrendli: T.—hez kdzeledve helyileg szimm-sértés, globalisan nincs.
( pl. magnesnél fel, le domének, uannyi a fel, mint a le ), nincs kitlintetett
doménméret
megyv.: fraktalszerli struktiira — nincs kitiintetett méret, nem sérti a szimmetriat

Modellek
részecskék (=egyszerl a k.hatasa a tobbi részecskével )

klaszterek v. aggregalodhatnak, gyakran racsot is hasznalunk ( pl. id6lépés, térbeli racs )

Fraktalgeometria
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pl. fa, érhalozat,...
matematikailag lehet oo-iil finom is nem vonal, de nem t6lti ki a sikot, dimenziodja 1 és 2 kdzott

vonal: — részecskék szama a dobozban: N(R) ~ R!

Sikot egyenl.befedi:

N(R)~R?

fraktal: N(R ) ~R" ha D jol meghatarozott, tort — fraktalgeometria
ez akkor lehet, ha a novekvo tartomanyokba {ires tartomany is egyre no
ha J atlagos stiriségli — 2 D objektum, lehet hogy ritka,de 2 D

fraktal eldallitas - noveszteni — kis részekbdl dsszerakni

\

felosztani — véges térfogatban
D fraktdldim., d: bedgyazdsi dimenzid, annak az euklideszi térnek a dimenzidja, amibe még

éppen belefér.




D<d

¢s d dim. dobozokkal probaljuk lefedni
masik dimenziomérési modszer

felosztas dobozokra, 1 — 0 (1, kis méret, /)
térfogat: V(1) = N(I)-I*

!

azon dobozok szama, amikben van része a fraktalnak
ha ez nem fraktal: V)~ - I* =k
fraktal: V()~I"1"—>D , mivel D<d

ahhoz, hogy tobb nagysagrenden at fraktalként viselkedjen: onhasonl6 rendszer kell
gyakorlati def:

biologiai objektum fraktal geometriaju, ha N())~I™", legalabb 2 nagysagrenden at
matematikai def: N(l)—x , ha /— 0 vagy L — ©
véges objektum NO)~I"
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ndvekvd objektum: N(L)~L"

novekvo objektum L-el leosztva — véges

_ a2 tipus atvihetd egymasba
véges szorozva L — ndvekvo

plinévekvd
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ezt az egységet hasonldan tobbszordzi, stb
ennél a méret 3-szorosara novelésekor 5-szorosére nd a benne 1€vo részecskék a 9-szeres helyett
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nev. a struktdra, mint az el6z6, uannyi a D
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1 folyt. \;oﬂal, de D=2 2D vonal, ez a Peano-gdrbe
egy adott ponthoz kozelebb keriil a vonal

fraktaldim.tul.:
a; fraktél vetiilete: D, dimenzidju, D,-D, ha D<2
D >2 — D, =2, a vetiilet kit6lti a sikot
b; 2 fraktal (A és B), Da, Dg dim.-val, uniéjukra D=D4, ha Do >Dg
mert a nagyobb dim.-ji tomege gyorsabban divergal, ez hat. meg a dimenziot
c; A és B fraktal metszete: Dag =D, +Dg—d




részecskék stirlisége:
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val.szin., hogy egy dobozban mindkét fraktalnak van eleme:

4 brﬁ
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b = — slriiségek szorzata, mert fiiggetlenek

ezen dobozok szama: val.szin: doboz térfogat —

o I—\\ﬂ‘

P

van determinisztikus és sztochasztikus fraktal

Onhasonlosdg: kiilonbozo skalan uaz. latszik, uaz.a mintdzat ismétlédik hierarchikusan
sztochasztikus fraktalnal: korrelacids fgv. érzéketlen a skalazasra — Oonhasonlo
stirliség-stirtiség korr. fgv. :
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ha a fraktalhoz tartozik kiilonben

fraktal alt. izotrop,
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més skalan uez. a fgv. egy konstanssal szords erejéig ilyenek: ¢( 7 )~ ', hatvanyfgv.
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N(L) egy gdbmbben:
NP I d g
MLygletaify <L ] % b
&

oI

. B
aiz%ﬁ' N{D~L J

c(r ) megadja az anyag strtiségét r tdvolsagban

Onaffin fraktal

anizotrop, kiilonboz0 iranyokban mashogy huzzuk 6ssze
affin transzformaciora invarians

Onaffin fgv.

pl: véletleniil bolyong6 részecske x koord. id6fiiggése:

nincs benne semmi szabalyszeriiség < nullahelyeknek fraktaleloszlasa van
pl: rulett, fgv. > 0 nyer, < veszt
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vizszintesen 4-edére, fligg. felére kell 6sszehtzni
V folyt., de sehol sem diff.-hato

pl2:

f(x)= x"*> az origobdl kiindulva dnmagaba megy, de mas pontbol nem skalazhato
Onaffin. V pontjabol atskalazhaté és dnhasonlo

Onaffin fov. def:

F(x) =b " F(bx), F egyértékii, seholsem derivalhato, 1>H>0 / azaz x és a magassag
(F(x)) mashogy skalazodik /
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Onaffin fgv. fraktaldim. mérése:
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1 - 1 dobozok, hany doboz kell a fgv. lefedéséhez
Ax=1
< | F(x+Ax)-F (x) | >~Ax"

N

blx
doboz egy oszlopban
dobozok szdma Osszes oszlopban:

oszlopok szdma
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Modszerek fraktdldim.meghatirozasara

adathalmaz—mik a fraktaltulajdonsagai?

kép digitalizalas — pixelek

adatrdsz. szimulaciobol /

stiriiségkorr. fgv.J-jat hat. meg

egy pont koré novekvo korok/ négyzetek, ebbe tartozo fraktal pontok szdma
V pontra v. véletlenszerti valasztott pontokra

| & eyl

Skalazas folytonos fazisatalakulds soran

pl: ferromagnes M: magnesezettség ( rendparaméter)

& redukalt homérséklet



rendparam: M, — M H= 0 mellett
M,(t)~ | t | P B>0, kritikus exponens
fajhé: cuo ()~ [t] ™, d>0

/ ferrom.: komplex rdsz. alappéldaja elemi magnesek
kollektiven viselkednek, egyiitt mashogy viselkednek, mint kiilon-kiilon/

szuszceptibilitas:

Ayl ™

’ , Y ' é -5 B0
korr.fgv.lecsengése —korr.hossz é{m %, krit. pontban
atlagtér kozelitésben megoldhato

Pekolécio
(inhomogén kozeg), térben véletlen viselkedés modellje
négyzetracs, véletlenszerlien betoltott pontok — V pontra vél.szam. r;, ha r; <p—betoltjik

klaszter:2 v. tobb szomszédos pont
p: 1 pont betdltési val. szin.
1 — ooklaszter, azaz mérete ~ rdsz. mérete, sz¢€Itdl-sz¢Elig tart

ﬂ-;’ﬂ'ma-m ,I - . I T i %

q T
P(p): oo klaszterhez tartoz6 pontok
szdma(tomege) ez lesz a rendparaméter
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P (P)N(P'Pc)ﬁ
p kicsi — nincs oo klaszter

pc pontban a perkolacios klaszter fraktal lesz, mert: 0 tomegii, co hossz1, izotrdp,

nincs karakterisztikus hossza
inhomogén «— betdltott, nem betdltdtt pontok

pl: 2D szivargds: megj.: korongok teljesen el tudjék zarni az utat,
3 D goémbok kozt at tud szivarogni

korr. hossz. = klaszterek atlagos sugara:

Onszervez6dés
legprimitivebb példa. magnesség

Heisenberg-ferrom. — a végén minden spin egy irdnyba mutat,

onszervezddo dolog, hogy melyik irdny gy6z
egyensuly— minden kiegyenlitédik

!

Onsz. nem egyens.folyamat

nem egyens. létrehozésa: pl: folyamatosan, kis mennyiségben megy be valami (energia, tomeg,..)
lehet stac.allapot ( # egyensuly), &ramok lesznek («— ami bemegy, ki is kell jonnie)
onszervez0 kritikus rdsz. (SOC = self-organized criticality)

SOC modell: homokdomb
asztalra homokot szorunk

— kritikus sz6g, ha ennél meredekebb — kis perturbaci6 hatasara
is lavinak
lavinak mérete valtozo, kicsi- oriasi

¢. fiiggetlen att6l, hogy hogyan szérom a homokot

11



spontan felvesz egy stac. allapotot, ami egyben kritikus allapot is
krit. all.: perturbaciora V felé valasz lehet ( kicsi — oriasi )

1D modell

ha a magassagugras 3 — szomszéd oszlopokra
— kialakul egy feliilet, 2-nél kisebb ugrasok
1j szem— elkezd leesni

2D racson modell: ( elfoglalt iigyintézok )
h( r) diszkrét valtozo ~ derivalt ( azaz: szomszédtdl vett magassagkiilonbség )
v. iratok szdma az ligyintézoknél
1. véletlen (x,y) pont
2.h(x,y):=h((xy)+1
3.h(xy) <4 — 1. Iépés
4.h(xy):=h(xy) -4
ésh(x’y’) =h(x’y’) +1
x’,y’: szomszédok
peremen: ahol nincs szomszédja, ott leesik a homokszem
(a,,domb” tulmegy a krit. értéken — relaxal, ez kihat a szomszédra, mert van megmaradas )
5. 4. ismétlése, amig nincs pont, ahol h>4,
aztan ujra 1.

1 1épési.I- racson I db. uj szemese / irat véletlenszeriien érkezett
lavina mérete: hanyszor ment a 4. 1épés egy szemcse ledobasa utan

.«.:'.!. . . . ol J i ._; III".-- Ili-:;III l?-a-f . ._1'..’,'”
ﬁ"‘ jf Jﬁt fuf I q - R S "ﬁyﬂ!ﬂ'
s-nél nagyobb lavindk szdma

hatvanyfgv.— vannak nagyon nagy lavinék is
Gauss-elv lenne —sokkal kisebb val.szin. 6rias lavindkra, pl:10°% és 107

Biol6giai alkalmazasa

Evolucié SOC modellje
evolucid: darwini modell: mutaciéval — egyenletes valtozas
,punctuated equilibrium” : sokdig semmi, idonként ugrasszeriien sok 1j faj

12
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% — 1d6nként kihalasi
hullamok (~ lavinék)
(-t-1
*“'g-ﬂ_;g % 4
— valoszinliség : P (7 kipar ) ~ W

evolucid: mutacids rata, mutacid az, ami bejon ( —nem egyens. )
mutacio — valtozik a faj fitnessze

fitnessz: adott geno6 fenotipusra, ez a szaporodasi rataja a tobbiekhez képest,
masik def.: hogy képes reagélni a valtoz6 koriilményekre a genetikai kodja
fgv.-ében
bioldgiai fizikaban: 0 és 1 kozotti szam
kis fitnesszli konnyen kipusztul a kornyezeti valtozasok hatasara
mutacid, szelekcido — olyan modell, amiben megjelenik hirtelen sok mutacio, nagy valtozas

N faj V-nek J egy adott fitnessz értéke B; ( fajok ~ 1D racson )
0<B;<1

E‘; & R , (kezdetben véletlenszamok )

alacsony fitnessz — szelekcids nyomas — kihal

— noveli a fitnesszét
e gl P o P

1. legalacsonyabb fitnesszii faj Bi=min B; i=1...N

2. mutacidé Bj=rnd /véletlenszam lesz az 1j fitnessz /
3. szomszédok fitnessze is valtozik : Bj;; = rnd,

Bj-] =rnd
/ egy faj valtozik — vele kolcsonhato faj is valtozik /
kis fitnesszli pontokbdl nagyobb fitnesszii lesz

N >>1, hosszu szimulacio

13
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onszervez6dé modon megjelenik egy
kiiszob

f 4

néha egész nagy lavina, V a szomszéd v. a faj mutalodott tovabb

bioldgiabdl ismert gorbe kijon, ha 2 lavina kozt
eltelt id6t mashogy ( lassabban ) mérjiik, mint
a lavinan beliili id6t
lavindk méret szerinti eloszlasa — hatvanyfgv.
ideges ligyintézé modellel analog ( nem egy az egyben megfeleltetés )

14



SOC a tiidomiikodésben
tudo:

it
-a,
\ .p
S (N
) 5}, _'f*"*‘
2 felé agazik, kis dgak keresztmetszete~ 0.5-nagy agé
!
35 generacion at
utols6 10-14 generacidban van egy kis szelepszeriiség,
kritikus nyomasnal be tud menni a levegd
kisérlet: kutyatiidébe levegdt fujnak adott sebességgel

¥, -
A .
ﬂ‘ : ;
' .
* "“’“;
| 's'a-
i ..-‘ ----- s TP
L '| fpasony
| ﬁ,,_ _____
| {
i i
[ %-5'..'-'-2.-_._
:'I S
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o AT, ':'.'5. v-v.:l .
¥ " b

onhasonl6 gorbe «—lavindk, kinyit egy szelep €s
még utana vmennyi, aztdn egy
ideig ellen tud allni

R : ellendllas, mekkora nyomas kell az all. sebességhez

V : befujt levego térfogata

modell

t=0 V szelep zart, Pgkiils6 nyomas nd

P;;: « egy adott szelep kritikus nyomadsa, [0,1] —en egyenletes eloszlasu
«— oszlop
«— generacio

A
x(?:a AR

mekkora lesz az els6 lavina? — hatvanyfgv. eloszlés
kinyitjuk az 6sszes szelepet, amire P;; < p — perkolacio a Caley-fan
Caley-fa: egyszerlien szdmolhat6, mert nincsenek benne hurkok
lavina= klaszter, amig P;; <p
S: lavina mérete ( nyitott szelepek szama )

— ez a szerkezet: Caley-fa

15
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— a felvett 0, mennyisége p. koriil ~ P’ (ilyen szerkezettel szamolva )

1¢legeztetdgép:

r;w"
\,

tobb 0, — amplitado novelés, nem birnd a tiid6 tartdosan
érdemes idonként megndvelni az amplitadot — tobb oxigént vesz fel nagyobb p-re, mint
amennyivel kevesebbet kisebb p-re

Baktériumtelepek

térbeli skalazas, fraktdlgeometria
- baktériumok kollektiv viselkedése ( telep, mozgés )
- mikroszkopikus- makroszkdpikus szint, onszervezddés

kisérlet: Petri-csésze

q_ ﬁ o éﬁ‘ﬁéﬁ!"y;ﬁ 1 .If| L’?wfﬁ; dﬁ g:ﬁi
T > T VL

B LT S

agar— keménny¢/ puhava teszi a gélt
sok tapanyag, kemény gél —agas-bogas szerkezet
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egy ag akar 1 mm vastag is lehet
ilyen alakzat: alt. diffuzio- limitalt rdsz.-ben
mert: beliil mar nincs tapanyag, kiviilrol diffundal, az szaporodik,
aki a legtobb tapanyagot kapja — a szélén van
ez a szerkezet optimalizalt a tapanyag felvételére

- mikrobioldgiai hattér
‘5::* i

%- :;,%'E-_a! e *“'{r
| E

'\f'

I'

o My
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— kis” ostor” / ,,propeller”, forgatja «— ,, legkisebb forgd motor ,, a

baktériumban van

kis méret — kis Reynolds-szam, lamindaris dramlas

helikalis szalak egymas mellett
— propeller, eldre tolja ( run )
— szétesnek a szalak, a baktérium forog — véletlenszeri iranyvaltozas ( tumble )

kemotaxis: mintat vesz, ha jo irdnyba tszik ( cukor felé ) késébb valtoztat irdnyt
Brown-mozgas !
biokémiaja ismert

e,

[ P b 4

" % ‘ B ;‘ b‘i i N

:5 PR ) I

i-'i:”\"' i.lha J"'.J
4L - : I 2.

AR A AT P
b - /,

Morfolodgia (= alakzatok, amiket kialakitanak )

fak: az alakjukat bonyolult genetikai program hatarozza meg
baktérium: dnszervezddden alakul ki a faszerkezet
hémérséklet, paratart., tdpanyag, gél keménysége valtoztathatd
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Morfologiai diagram: paraméterek fgv.- ében az alakzatok

¥
i

Frhapals:

| v
frobtid fortt., siiin, Sohidiipe sl Crom bl

van pl. spiralis baktériumtelep is:

3
o 5
Av‘l:-<% Ly

Kompakt morfoldégia
sok taplalék, nedves feliillet — tud mozogni, kvazi diffundal a feliileten
kezdetben kis folt, folyik szét + szaporodik
! !

diffuzio forrastag —Fisher- Kolmogorov egyenlet:

g

! baktériumstirtiség
2
0,8= Dg-ﬁg +4(9)

48y = 10,4

, a baktérium atlagos tdvolodasa az origdtol

( b meghatarozhato )
4

£(9y~ Tl g

— tapanyagtol fliggés, ¢ a tapanyag koncentracio, r~c kis c-re

bizonyos 5 % Koncentrdcié utdn nincs tovabbi szaporodas

!
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g* -nal a névekedési rata =0

mértékegység-valasztas:
legegyszeriibb: logisztikus fgv., _F g‘
= rg(1-3)

(1) numerikus megoldasa ezzel az ?( -val:

P
5“1\

glxd) 1dmaim

Vi ;JW

sebességgel terjed ki a baktériumtartomany
Fuib) =3 , wx w70, gl-®)=4 @ 4(e)=0
=2 3F =D +a¥'+ §15)

| analitikus mego.

3 stac. # ﬁf'}, Wi mego.

ennek
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mintazatképzodéses egyenleteknél gyakran, és itt is: egyenlet uazt. az alakot adja,
tobb sebességnél «>természetben 1 sebesség
ez a ,, sebesség szelekcid probléma”

Onaffin feliiletii

bakt. nem tud igy mozogni, nem simul ki a telep feliilete — Eden modell:
2 D racson

.. S "'L‘&- g;ﬁfﬁm .E’ﬁ

véletlenszerlien valasztunk egy baktériumot, szaporodik, az egyik betdltetlen szomszédjat betolti
primitiv modell, univerzalitas miatt sok rdsz. viselkedik igy

feltilet durvul, 6naffin ( V méretskalas durva ) lesz

eztirjalea KPZ (Kardar-Parisi-Zhang) egyenlet: h(x,t) a feliilet, ez hogyan valtozik

20



My by %%‘5; bty 28 e’aﬂm

k

’W‘M ‘%@%*“%{; wg él;‘;g%ﬁ'

egy¢éb effektusok — v helyett A, igy altalanosabb az egyenlet
ha n (x,y) korrelalatlan fehér zaj: KPZ — H =2 a durvasagi exponens
de: kisérletekben H ~ 0,7...0,8

valdsdgban nem fehér, idében korrelalatlan zaj van, hanem: bizonyos helyeken nehezen halad
elore a feliilet,
ott megall egy kicsit — pl. bemélyedés
ez a befagyott zaj, inhomogén kézegben terjedés

PR f“""
.:‘W'hf‘*'ﬂ » ,jf‘}i*t"//j -

&
ot;.;;’ -
LS

il I e

nxiby= 2D [ Rixt)) (5
Cle= B igy)

korr.fgv.-nyel, azaz kis Ax, Ay tartomanyon korrelalt,
~ Dirac 98-k szorzata, csak J véges kiterjedése

;'w ..5 ?:Lﬂ .o egy véges intervallumban, kiilonben 0

bl 2 00 =k 4 TR 1

D a (3)-ban lesz a param. ( zaj amplitadoja ), (3) zajjal:

21



D > D+~ 1: a feliilet odattizédik egy-egy akadalyhoz
akadaly: nagy negativ 1 — & csokken — lent mar nagyobb 1 — a hatéar koriil megall
akadaly mellett eléremegy, mélyiilo volgy — tobbi tag nd, kirantja

talnovés nincs:

ha ilyen lenne, akkor alatta is benovi,
hidba vannak blokkolé pontok
az ilyen feliiletet az 6sszefliggd, iranyitott utak mentén levo blokkold pontok tudjak megéllitani

pl:
o

a g o -'33""4'.:”'”'

iranyitott: nincs talhajtas

ez nem tudja megallitani

'“} ) {;?
.{._ g-;-‘x__ ﬁ"’r E—b:-..—--..p

ey nem irdnyitott, tilhajlasok bendnek

!

ezen atmegy

iranyitott ( ~ 6naffin fgv. )
a feltilet az ilyen lassito feliiletek mentén tartézkodik

iranyitott perkoléacid: irdnyitott sszefiiggd utakat keresiink

!

azaz iranyitott perkoléacids klasztereket, ezek peremén all meg a feliilet

e . e £ 24 € létezik egy kritikus pe,
Shre WL, 5 WGy

€ ol e, " i =L

oSl o £ IR L R

A f=s i e 5&4& i Ec@ et

|| parhuzamos az irdnyitottsaggal

§

5 - ;. *ixg L) : ; ? '-f.'fl "pi'i.:::i;:'-
V=435 ¢ ¥V, =uUdF

o §

Ml % Lot
feliilet vastagsaga W e, “*.L  blokkolasa ha “#ft™ =

22



—durvasagi exponens

kozelebb van a mérési eredményekhez
KPZ befagyott zaj és iranyitott perkolacids szimulacidok ugyan azt az eredményt adjak

Elagazo morfologia

5 « tipanyag
novekedés sebességét a tapanyag diffuzidja hatarozza meg

instabilitas:

véletleniil kicsit elorébb keril a felulet

l
taplalékhoz kozelebb keriil

!

még gyorsabban szaporodik

ez csak egy bizonyos ideig ( gorbiiletig ) tart, mert kell valamennyi szomszéd
beall egy alak, az n6

: ﬁl
7t
E Ujabb perturbacio
!
oldalag

23



DLA: difftzié-limitalt aggregacid6 2 dimenzidban Dppa= 1.715 fraktaldim.

aggregacios modell:

‘W

l.

" i

h van mag, masik részecske messze, bolyong
ha odaér, odaragad masik részecske, vmelyikhez odaragad ebbdl fraktal klasztereket lehetett
épiteni, baktériumtelephez hasonlé alak

¥
L

bakt.-ra: bolyongas ~ taplalék mozgésa
odaragad ~ szaporodik a bakt.

primitiv modell: 1 bolyongo taplalékmolekula — szaporodik 1 bakt.
mar ez is hasonld alakzatokat allit el6 ( «— univerzalitas )

modell finomit4sa: baktériumokrol feltesziink vmilyen viselkedést, k.hatéast
1 bakt. — 1 részecske
V részecskéhez x; hely és E; ( sejtciklus allapot ~ energia ) , nem tudnak mozogni

1.), Ej véltozasa — spdraallapot ( nincs tapl., amig ujra lesz tapl. )

!

osztodas
E; <0 — spora, E;>1 — osztdédas és

csokken «— elhasznalja az energiat
= I_.,-'"'

o; taplalék, ebbdl energiat nyer

ii.), tapl. felvétel max. sebessége

- v

o LN ol &
0 W o ¢ Fa% e LR ‘g gLk N
& UK Jiade = Wlae | W 0 0 VN 1 e R )
E R UL e TA
jelenlevo taplalék mennyisége
3:‘

: lokalis sejtstiriség
c: taplalék koncentraciod

24



iii.), taplalék konc. valtozasa:

nyeldk: az x; pontban 1évé w; tempdval fogyasztja a
taplalékot

omax = 1 esetén jol egyezik a kisérletekkel, hasonl6 alakzatokat ad

Mozgo baktériumok

1.,-1ii., szabalyok megmaradnak

ha nem mozognak — recés ( onaffin ) feliilet

ha mozognak — sima feliilet

a telep maga el6tt nyalkésitja, mozgasra alkalmassa teszi a feliiletet
ujabb szabalyok:

iv., tth. Brown-mozgést végeznek egy hataron beliil

.
E’K"I-.- = A . E’ ,ahol € véletlen (iranyu ) egységvektor

dk

v., a hatar valtozasa: szamoljuk hanyszor {itk6znek a hatarnak, ha ez egy adott helyen > N, —
szomszédos cellat is elfoglalnak, azaz eldretolodik a hatar.

jol egyezik a kisérletekkel, de nem magyaraz meg minden tulajdonsagot
pl:

AR

=

fraktal — nem fr. Atmenet

ezek magyarazatahoz: kemotaxis: a baktériumok kiadnak taszitd kémiai iizeneteket — iranyitott
Brown-mozgas
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Spiralis telepek

——

A

a kettd uaz. a fajta baktérium, a kiilonbség annyi, hogy mas a hosszuk

) V31 5

propellert forgatva halad elére — szimmetriasértés
mindegyik a csticsnal akar eléremenni, és lassan fordul (de mivel a propeller mindig azonos
iranyba forog, megallaskor/fordulaskor is, ilyenkor a bacik is egy iranyban probalnak
fordulni)
proteus mirabilis: gytiriis névekedés 2 oranként
szinkronizacio

26



Szinkronizacio

sok, periodikusan véltozo viselkedést mutatd egység ( spontan ) 6sszehangolodéasa

pl: idegsejt-halozat, szivritmus szabalyozasa, tiicskok Osszehangolt ciripelése, kabocak
szaporodasi ciklusa, tlizlegyek villogasa, 1épés, 1égzés, vastaps, menstruacios ciklus
kozos: oszcillatorok csatolddnak nemlin. kdlcsonhatéssal

kéttéle jel: - 1., delta-szerti , tlizelés™ :

-2., folytonos

Kuramoto-modell ( folyt., atlagtér kozelitésben )
kolcsonhatas mentes oszcillator:

ﬁmm

ot
D, tiis

o : sajatfrekv.

N db. k.hato oszcillator:

A
A% _ o, 4’5 ﬂé ftt;-d?;\) 420, N1
at =

]_-;;f (ﬁ) m per., k.hatast leir6 fgv.

atlagtér modell: mindenki mindenkivel utigy hatkélcson

B (=X i (9)

egyszerl esetben W , 1,j=0,...,N-1

ha K>0 — faziskiilonbségeket minimalizalja

M"‘ffﬁﬂﬁiw in(0;- &)

ezzel:

1j=0,1,....N-1
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tfh. w; —k egy g(w) szerinti eloszlasuak

oI T

g(w) : stirliségfgv.

tth. ez N (Mﬂlgﬂ Gauss-eloszlast, w, varhat6 értékkel és G szorassal

S
e

hag(w)= J (W-W,), és 2 D eset — Kuramoto — modell= ferromagneses XY - modell

1*%",;:‘:4;;&\};{:1 i tw, < W, - Wy C‘W'JW‘)

_ erre invaridns a Kuramoto-modell

UJ +l"'_§: m(ﬁ"-,_ 43

;"ﬂ

transzformacio:

i‘l’

K: k.hatas erdssége
az allapotok leirhatok egy rendparaméterrel:

=L o0_a Z 40
VT L

komplex rendp. valos rendp. ﬁi atlagos fazis

(11148

Z~1, ha ¥-k kozel egyenldk =4
7~0, ha W-k véletlenszeriick

Z=z|
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()= % it KZ m(0-¥;)

formalisan egy nem k.hato, nagy oszcillator

Kuramoto levezette: K.-nél bifurkacio, Hopf-bifurkacio
K<K.: Z=0

ek o &

K>K. : kis

o

2
( =Eo
€6 U‘W a krit. csatolas

=0 -7 K{:: 0

Za N%

2K
e

Realisztikusabban: tavolsagfiiggd kdlcsonhatas

szimulaciok racson
L]]). :w-+ﬁ'i “:L :}m(cbdb.)
* A 4‘?{ .ﬁth. .T:;: 7

rjj: 1. €s j. oszcillatorok tavolsaga

n: normalasi egyiitthatd
nem kezelhetd analitikusan
o = 0: nincs tavolsagfliggés, atlagtér kozelitést visszaadja
o — 29 : gyors lecsengés, csak 1. szomszéd k.hatas

K verzus a
»fzikai” o alt. o = d-1
- haa>d, acsatolasi tag V N-re korlatos:

o B
QA <

S A m(tﬂ"d)ﬁ T 7

s

-haa<d wi-t0l fliggden nagy N-re divergalhat a csatolasi tag

, ahol 8 tetsz. konst.

, mert mindenkinek uaz. a sajatfrekv.
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N — 8 VK>0-ra szinkronizacio
folytonos fazisatalakulassal analdg ( de a rendparam. egy kitevd )

b, 26)=qT s
mkﬁﬂi jd hﬂ‘.}‘ﬁ-

a szinkronizaciora vald hajlam erdsebb lehet, mint a Kuratomo-modellnél

Zajos oszcillatorok

fluktuéciok is vannak
azonos oszcillatorok + fiiggetlen fehér zaj

l
&i(t)

minden oszcillator m, sajatfrekv.-val

1{.‘:.' d?,;'u-ab'é'
Ao K5 il ) 41,0

=0
j csatolt Langevin- egyenletek

E&—i (ﬂ>f=:o { <21[‘b‘;€)i (‘ﬂzif 52 5,&' _,tr\] ﬁ;

erd k.hatds — szinkronizalddhat
nagy zaj — szétfolyik, nincs szinkronizacid

fehér zaj:

rendparaméter:
N A i ¥
E=X++ ('““ﬁ e
4

ezzel:

Bt ot

tfth. Z lassan valtozik a zajhaz képest
Fokker-Planck egyenlet a fazis valoszinliség-slirliségére:

IPE) — kD[l Yo 2P
PR~ K2 [(mt Yoot )Pt 2o
l

sztochasztikus tag okozta difftizid
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yil3 .
e Noo: 2= (iy PYd) o
o MT"'J

ennyi oszcill. van W fazissal

a stirtiségfgv. Fourier-sorban:

Plee)=352 BB (2

X
7Z=X=1Y = ?ﬂ = P_; els6 modus
normalis — P,=1
(2) visszairva (1)-be:

o K
?&iﬁ -LY, +ezl<(aﬁ, P= D, )

diff.egy. rdsz.

az elsé 3 egyenlet:

p—a = '%:‘ (.Pfx"ﬁpg. P: \) -6 P’! EE'F
E: K(.Pf - ?-3 ?: 5) ”'iil Ch PIL ‘?“z-

P= %{*(PE?,} -7, P*)- % P, I=%

Pop=1¢és V mas P; =0 ( homogén ) megoldasa ennek
lin.stab. vizsgalat — az egyenlet instabil modus az elso,
stabil, ha <2 (52

instabil, ha K> 2 32 ez a krit. csatolas
az tmenet kériill K =2 @2 — | P,| ~ | P| (1=2-bél )
| P3|~ | Py [
és Pr= 0, P;=0

P, lassan valtozik — kifejezhetd Pi-en keresztiil, és ezzel:
+ £ 2
2 = (;Kaﬂ[jﬂz .-f__[<___i !'Z:‘I Z
2 96

ez diff. egyenlet Hopf bifurkaciora

stac.mego.:
[2(°= (K-26°) 45"
Ki
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5

]_'3{ A ‘E’lm\ﬁ}? f {}K:k“}(c

K=1p"

Integrate-and-fire tipusu oszcillatorok

def./modell:

egy oszc. v. tiizel v. fejlodik

adott oszc.-ra:
1., x allapotvaltozd, monoton nd x=1 kiiszobig
ii., ekkor x azonnal visszaugrik 0-ra

1., x fejlédése: x=f (%), ahol f: [0,1] — [0,1] sima, monoton névekvd, konvex fgv.,
azaz:
g
f!i 70 @ ﬁ <0
P 14’
befnA) M&f%ﬂ;j% . Taqoisdwois X Siinly

o x=0P=0 00 S SR
X=1 > b= Jy=1

—
4

kolesonhatés: ha egy oszce. tlizel (xij= 1), a tobbi oszcillatort £ _nal néveli v. a kiiszobig mozditja
xi(t=1 — x(t)=min(1x0+ &) Vi
2 oszcillator ( w=w=1/T;)
a fenti feltételekkel folyamatosan szinkronizalddnak:
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-

w—i'{l “—w-—-"'l
¢, L

ha kett6 mar szinkronizalddott, fokozatosan az dsszes is

Abszorpcio
lavina: egy ,,els0” tiizelés altal kivaltott, ,,megszakitas nélkiili” tiizelések sorozata

tiizelés utan kell egy helyreallitddasi ido — egy adott lavinan beliil tiizel6 oszc. nem érzi a

tovabbi tlizeléseket

i C
; T amig felveszi ¢és tlizel
At: amig regeneralodik 1+ << At <<1

szinkronizdcié mechanizmus
konkav, konvex, lim. leképezésre
ha van abszorpcid €s sok oszc. van, akkor V fgv.-re van szinkronizacio
sok oszc.— a csoportok mas sebességgel haladnak
beindul, ha van 2 olyan, hogy Xi-x; < £ — végiil az egész rdsz. szinkronizalddik
ennek val.szin.-e Poisson-eloszlasbol megbecsiilheto:

ha Lt
N — kozel 1 val.szin.-gel J ilyen par
ha m db. mar szinkronizalodott, akkor a tobbit nagyobb sebeséggel hajtja eldre, mint ahogy
mozog — a tobbiek utolérik
atlagtér keret: mindenki mindenkit 1at
lehet lokalis k.hatés is — anal6ég a Kuratomo-modellel
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Halozatok

(pl: ideghalozat, taplaléklanc, 6roklddés, baratsdg, tudomanyos egyiittmiikodés )
legegyszeriibb leirasuk: halozat szerkezetét vizsgaljuk ( grafelmélet )
van novekvo halozat
atrendez6do halozat
belsd, egyszerli szabalyok alapjan, dnszervezden alakul ki

Erdés-Rényi modell (50-es évek)
N db csucs, koztiik élek, N—
2 csucs kozott per valosziniiséggel van é1 — véletlen halozat

, &Eﬁ-ﬂ
j . A
£hr. 7 T
¢l lesz benne
eldallitasa: — fizikus: végigmegy minden élen, pgr v.szin-gel betolti

— matematikus: véletlenszertien kivalaszt db. élt

ha pgr kicsi: a csticsok alt. izolalt faszerkezetekhez tartoznak

!
klaszterek

megjelenhetnek gytirik is

perkolaciés atmenet: a legnagyobb klaszter véges sulya
Erdds-Rényi tétel: per ~1/N-nél megjelenik egy véges stulyu klaszter, perkolacios atmenet
atmenetnél

N1 1

‘g' " db. ¢l, azaz kb. N/2 ¢él, ezek véges hanyada
mégis egy klaszterhez tartozik.

csucs fokszama : egy csticsbol kimend ¢€lek szama
van irdnyitott graf is, most irdnyitatlan grafokkal foglalkozunk
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fokszameloszlas: N- 1 k N-1-k

a\ _ [ N™} Ia_ o oW
P(e)={ 8 }Mﬂ Peq) »
x \ ha S =
1 k db. él van betoltve az N-1 db. &sszes lehetséges
ennyiféleképpen ebbdl
helyezkedhet el a &k db. ¢l

atlaga: A = ‘E’- = (N-1) pgr
nagy N: az eloszlas atmegy Poisson-elo.-ba: P(k)= ¢ A"/k!

graf atmérdje: L =<L;>i; : 2 tetsz. pont kozotti legrovidebb utak ( hany élen keresztiil
lehet eljutni) atlaga

ha ez Lgg, akkor Lgr 1épésben N~k LER pontot lehet elérni

!

LER ~1n N6 In %
Lgr ~In N: kis vildg  (pl: a F6ldon 2 ember atlagosan 6 ismeretségnyire van
egymastol, six degrees of separation)
n novelésével L lassan valtozik
Kis vildg modell (Watts, Strogats)
az emberek alt. a hozzajuk kozel lakokat ismerik, kevesebb embert ismernek messzirdl
1D réacs, per. hatarfelt., minden pont (ember) az 1. és 2. szomszéddal van 6sszekotve
p valoszintiséggel

o

¢leket véletlenszerlien kivalaszt, torol, helyette Gjabb €l véletlenszertien —
ez lehet nagy ugras

klaszterezéttség

klaszter egyiitthatdo C: n;: legkozelebbi szomszédok szama, Ii: kapcsolatok szama a szomszédok
kozt

l;: hany ismerds ismeri egymast is (...... vonalak)
¢i: mennyire zart az ismerdsok kore
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g =+
19 % " o

g

log p = 2-nél L levag, atmegy Erdds-Rényi féle haldzatba
C magas marad
ezek nem ndvekvod, hanem egyensutlyi halozatok

Egyensulyi hdlozatok
topologia: melyik csticsok vannak 6sszekotve?, van zart hurok?, stb.
pl: teljes graf (mindenki mindenkivel dssze van kotve), koriiltte tovabbi csucsok iiresen

atrendezddhet csillag-graffa: minden pont egy ponttal van 6sszekotve

pl: iizleti kapcsolatok
olyan halézatok tudnak kénnyen atrendezddni, ahol az élek gyorsan valtoznak
ismerdsok halozata pl. nehezen rendezddik at

grafok stst. fiz.-ja
{ga} iranyitatlan grafok halmaza N csomoéponttal és M éllel
perturbacio—T ,,homérséklet” : milyen erdsek a perturbaciok, amik atrendezik; kiilsé fluktualod

erék

preferencia—"energia” milyen elrendezdést preferal
Ea
allapotOsszeg:
=
Tt %I o CalT
FAL R L S &
{54

¢lek mozgasa — egyik csucs marad, masik ugrik - 1j konfiguracié g,

— torlés, 1j €l véletleniil (2 csucs ugrik) /
AEab=Eb-Ea
Metropolis-algoritmus: ha AE,,< 0 — gy elfogadva ( részleges egyensulyt tudja)
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-AEab/T

kiilonben e val.szin.-gel elfogadva

T — oo: Erdds-Rényi haldzat

részletes egyensuly: Wy, P,= Wy Py
Wb @ gb ugras val.szin., P, : g, gyakolisdga

!

nincsenek aramok a rendszer egyensulyi allapotaban

a0
topoldgia: ¥ A T, topologidhoz tartozo grafok szama, alt. sok topoldgiailag ekvivalens graf
van tfh. energia csak a topologiatdl fiigg: E,

- = E.F
2N=7_ N, Bl
it

T T - .
=5 cEBITHelNe) < -E/T
f =/ €
fe % e
lt-ﬁ,} @ﬂl

szabad energia Fdqu-:fSa
entropia: S, = In ('j \"fiﬂé)

TD mennyiségek (Fo, Sq szingularitasai <> fazisatalakulas a topologidban

rendparaméter:
£
$2 P o Banot
w .E' .I:f"
L Kmax : max. fokszam
PIE=-T "4 ésY ki=M
!
min. energia: E =-M?, a csillagtopologia esetén (T=D-nal)

fazisatalakulds van a véletlen (Erdés-Rényi) és a csillaggraf kozott, éles atmenet

pl2: E=-kiIn ki — folytonos fazisatalakulas
motivacio: érzékelés gyakran logaritmikus skalan (pl: fény, hang)

Nem-egyensulyi/novekedo hdalozatok

kialakul, id6beli evolucidja nem atrendezddés, hanem novekedés
valédi rendszerek: novekedés és atrendezddés egyszerre, alt. kiilonbozd idoskalakon
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Skalamentes ( scale-free) modell

tipikus halézatokra P(k)~ k™, alt 2<y<3
Erdds-Rényi: Poisson-eloszlds — nem ndvekvo

novekedés szabalyai:
Uj cstcs, kapcesolodasai véletlenszeriiek, egy bizonyos suly szerint
nagyobb preferencidval valasztja azokat a csiicsokat, amiknek nagy a fokszdma
pl:-web, honlapon 1j linkek nagyobb eséllyel mutatnak egy nagyobb honlapra
- 0j gén is nagyobb val.szin.-gel miikodik egyiitt egy mar fontos génnel
kezdetben-m, (kicsi szam) csucs
- (j csucs, ebbdl m<m, 1j ¢l

alt. a suly~k

Uj €l generaléasa adott, sullyal, ugy, hogy stulyok 6sszege 1 (0 és 1 kdzott generalunk egy véletlen
szamot, amelyik a sullyal ardnyos hosszsagl szakaszra esik):

f
3% ol

ETEE}; }: a;ﬂmm—,
& ﬁ'ﬂ'
¥

m ¢és m, csak paraméter, nem fiigg toliik y
ebbdl a modellbdl P(k)~k™ | y=3 ( egzaktul megoldhatd)
P(k) szamitasa:
kozelités: k folytonos, idd is folytonos — diff. egy.
i.cstcsra:

(t idopillanatban)
tudjuk: > kj=2mt «<— mt 10j él, egy €l 2 cstucsban noveli a fokszdmot
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i

idéegységenkéntmijél — A=m
1 idélépésben Ak = m /

Diki_hi o gV bt gt

[T e

ot At

0.5
& H &'}: " E"B

‘* ¥
4%

, ahol az i. csucs t; idOpontban jott 1étre, attdl kezdve gytijti az éleket
t

Pls. <i)= (s =)

ti-k egyenletesen valtoznak — P; (t)) = 1/ my+t ,azaz t; eloszlasa egyenletes
ezt beirva:

T, . n12 Tal o ‘n,._ﬁ-.i- ' rﬂ_r"' kS ‘
Pis. 7 féfgff- = 1= yg: t:< .E.'.?_,.E{ "'} =4 fr@iw

i L £ (64 m0)

N T ) ;‘_’Lt,_g ,"\j g 1 y

felszamelv: f}f}i et b R — y=3, m-t6l fiiggetleniil

.-N"}_.:'-!-
i ¥ o

L at
i

miatt lesz

crer

hierarchikus halozat:

(S

—
:M, - ﬁ?ﬁﬁ%ﬁﬁi; égfl.i a ;:sr. 6 T __‘:__-'
ﬁ%ﬁ ki ' mindig a legalsokat

kotjiik 6ssze a felsdvel
nincs benne haromszdg-hurok, azaz egy cstcs szomszédai kozt nincs kdzvetlen kapcsolat

c=0 (klaszterezettség)
ha csak A hurkokbél allna — c=1 lenne
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fokszameloszlas: N(k)=1, k=14, N(k)=2, k=6, N(k)=6, k=2,
3 iteracio utan

n iteracié utan, ha i=1, n
N(k) ~ 3" cstcs lesz k ~ 2" -2 fokszammal

N(k/2)=3N(k) \
igaz lesz a legtdbb csucsra

th, N(k)~k™ /
-z ,
e =8 - # .
o iv:__zg& ?@ia:j”ﬁ gz‘%&%ﬂ
2 Ini

, de ez nem 2 és 3 kozotti!

probléma: diszkrét modell, hisztogramhoz kell egyenest illeszteni

N ﬁ

T

i
[
5

E

b, b &
@ & vagyis egy.-egy érték mindig
hosszabb ¢s hosszabb intervallumra esik
helyesen: a pontokat ugy kell rajzolni, hogy korrigdlunk

a hisztogram oszlopainak szélességével

o
521 dag
oy

determinisztikus fa:
0., kozéppontbdl n él

1., minden ¢l helyett n Gj él — n* él lesz
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(n=4)
2., minden m-edik cstcsbol n 1) ¢l egy kiilsé korre
uj ¢élek csak a legkiils6 koron levokbal
j: n*/m

g iteracio utan: i°db.  nféllel
j'db n®
j®db n éllel
pl: n=4, m=2, — j=8 esetben P’(4k) =P’(k)/8

el6z6h6z hasonldan y= In8/ In4 = 3/2
korrigalvay =5/2

altalaban: y=1+1Inj/Inn

lehet fluxust szdmolni
tfh. a legkiils6 éleken egységnyi fluxus megy be, a kozepén jon ki

!
v=1
fluxus: j° nj® db élen
il nj®" db élen a felsébb szinteken nem minden élen van fluxus

j®n fluxus 1 élen

ekkor P’(8v) =P’(v)/8 (j=8, n=4 esetén)
| csak j-tdl fiigg, n,m-tél nem
P(v)~k*, a=2
a fliggetlen y-t6l, n-tél és m-tdl
o= 2
sok halozatot vizsgalva ez univerzalis, 2 osztaly /
\
o=2.2
Egyiittmiikddések haldzata
kutazok kozott
P(k)~k', vy=2.3

4j €l valszin: IT (k;, ky)
feltevés: IT (ki,ko)~ki- ko
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‘ilgﬁﬁiﬁab

BIOLOGIAI MOTOROK FEJEZET MAR NEM RESZE A TANANYAGNAK !

Bioldgiai motorok
mikroszkopikus fizika: - Reynolds szam kicsi — tulcsillapitott
- nagy hémérséklet fluktudciok
- zajt nem kikiiszoboli, hanem felhasznalja

Reynolds-szdm:
R B
w(xt) demigmene o W

!Mhm

Terh =167l
w 49V

7 .

f*,t.:ﬂ-gT, “i"‘l}'v A (+i~)

Navier-Stokes egyenlet: = “~ — pl: gravitacios erdstiriiség
atskalazas:

( dimenziotlanitas)

X=X

- eras

-

= 4

(&

Y&

Y
¥
L=

.-.*ﬂ‘
el

o

b V=5V

ezeket behelyettesitve:
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= Re, ez a Reynolds-szam, ez is dimenzidtlan

| !

inercialis er6k viszkozus erd
Re= Finerciélis/ Fviszkézus

Re kicsi — inercialis er6k elhanyagolhatok

!
!
uaz. a megoldas Bre votol fiiggetleniil
! :

e
= -nak is ugyanazok a trajektoriai, csak /4" -szeresére valtozik a nagysaga
Y
I3 . Nu-.
! anyomas is & -szerese lesz.
szimmetrikus mozgassal nem lehet tiszni alacsony Re mellett

- Pmn),
= SX
pl: : aztan i — ami viz kiment, uoda visszamegy
Osszecsuk lassan kinyit

alacsony Re — F~-v lesz (Stokes-térvény teljesiil)
(megj.: magas Re — F~-v?)
ember Uszik:

4
Ree 1074 _ g0 2

Vi

baktérium:

1 y w& ;-'il - .
Rg 2010 3010 =%16° K1 Hioi
10

kb. mintha katranyban usznank,
nem is annyira uszik, inkabb farja elére magat
molekula mozgas:

Re v jif@.‘*?;..ﬁ- =407<<A | bini

Ji!j's
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alacsony Re, meglokiink egy objektumot és hagyjuk lelassulni:
!

m:w-u

r.-r""'
v exp. csokken, ?l’ karakterisztikus id6vel
ezalatt megtett Ut
u L

Ay = M

%
¥
£

reagfid, 4 b N 4y W o VoM ogVedbop

" Tt _,__-.. ""’a‘ e 3 q o
Jéljl ri\ .;{.r'..-\.-téig e mﬂ g ‘,n? _ﬁ "‘?r" ::: ‘}
m éﬁ“ﬂ 514 ’i‘ At .’_1'7""|$:-'-
Stokes-torvény golyéra ﬂwﬁ’ obj.(pl:baktérium) kb. vizsiirtiség— * ° "

kis Re mellett Re megmondja, hogy az elengedett obj. kb. mérete hanyszorosara fékezodik le
baktérium:~ 10" m alatt leall — talcsillapitas
vizmolekula:(kovelités, Stokes-torvény nem teljesen igaz rd)

y=6T- 16" 14 902 340 ™
;;ﬂ%ﬁ'ﬁ ol .. »@ i 3?49“ a_/ii}-fiii&

5@& fjlﬂ ;.'i i: g J}

kb. ilyen {itemben ,,rugdossak™ a vizmolekulak
a vizben levé objektumot
obj. a vizben, zajt is ﬁgyelembe Véve'

mx =-¥X "Wﬂ E t
7

fehér zaj, kiils6 erék
a vizmolekulak rugdosasa miatt

~—3 7T

Langevin-egyenlet

Jﬂ.-
o
2 - ha 107" s-nal nagyobb idéskalan nézziik, j6 kozelités a fehér zaj
fehér zaj: <g(t)>=0
<&(HE(t)>= 6(t-t”) 6; /kiilonbozd iranyok €s a kiilonb6zd 1dépontok korrelalatlanok/

(megj.: szimuldcid soran <&(t)&;(t")>=0;i0. - 1/ At azaz d-korrelalt

! !
zaj amplitadéja~1/N At ~3(t-t"), integralja 1 kell legyen
.E—:—Ji'-:f

tulcsillapitott — inercialis tag 2* clhanyagolhato, obj. 10™'* s skalan felgyorsul/lelassul

!

44



s w R

LF +V2's

o P T e

|

i

f

sztochasztikus diff.egy.

l
Fokker-Planck egyenlet

P b= stirfiségfev.re  P(%.0)- A% -At=val.szin., hogy t koriili AdeAt

, intervallumban van az objektum
 Pls )=~V 4
et

kontimitasi torvénynek igaznak kell lenni,
mert az objektumok nem tiinnek el

@ ig%—?m byP

T T

kiils6 erébol zajbol szarmazo tag

g val.szin. siiriség arama

zaj tag levezetése diszkretizalt esetben:

- @1‘\)4

& &

&mMﬁmfuzmwFfm‘"”’i’

] At id6 utan p val.szin-gel jobbra, p-vel balra ugrik

o 8 A a &
I 'J'K = ‘{ﬁ-—-u é

p val.szin.-gel jobbra, balra ugral6 objektumra:
<AX2>=62-p+62'p+0-(1-2p)=262p—2DAt
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a val.szin. megvaltozasa i helyen:

BPd=-L 4 P Pl- g Pat) L pay, PR D-ITC)

5

!
diszkrét 2. derivalt

P=D'P — ;}L =-D'P’
mashogy felirva:

}*M-%'; ﬂ«@%ﬁ P) (9 & F=-VV

o

(V potencial)
uaz., mint (2)

i,

egyensulyi eloszlds:  egyenstulyban P=0, ==

!

R=Pe b

"
b fi.: = P@@*"’ Pog &T

Maxwell-elosztas —

A

hﬂ?
QM&;

D: diffuziods allando

o

5"'

fluktuacio- disszipacio tétel vagy Einstein-tdrvény
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mmM%mehhﬁfwhwwé
PP

AE>kgt (pl:AE=10-kgT)
!

kevés részecske szabadul ki, a tobbség a volgy aljan, Maxwell-eloszlas szerint (jo kozelitéssel)

kiszabadulasi rata: o = o
é_’_ }} .'<.|4= &El_-jlkg ;\"
= #g o alaku lesz
T

probalkozasi frekvencia

kozelités: b és ¢ kozott Maxwell elv.

?m)

g viT

stac.aram- kozelités: A folott egy kis, konstans aram folyik,
c ponttdl folfelé gyenge kifolyas

YV} 3 0

konstans, mert itt P nagyon kicsi—

l

helytdl fiiggetlen lesz az &ram
a val.szin. és az aram is id6ben lassan csOkken

t T f. &
] Vi
de: avolgyben = , mert onnan megy el a val.szin.
{ T3 < g F V| ey smimees

(I
1D

tfh. B-ben még érvényes a Maxwell-elv.: P(b)=Poe™"’ keT
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e e

fﬁ;{* Vi) f“

-DEAST
[ 3 6.“:'
1,-;' A s AT
. ., v 7 - " "':K. a
tfh. a volgy aljan o
Fl e
] Lo e
VY -.::‘ {4
tetején s dominans jarulék a és A kornyékérdl
[ co-ig kiterjesztheté — Gauss |, elvégezhetd
T 1 Ty ST ; I m f “T
"n:;f _rgi i ";-}ﬁ d i q . ..-p-m-..‘l'ﬁ
¢ AT ey wmongr | 'r
S |'I LY
L0 ¥/
W i A
~__ o~
o -f':p g
W
Vo
motorok: linearis: kinezin \
mikrotubulus
diezin /
miozin - aktiv

forgo: ATP szintaz

H' grad hajtja az alsot
ATP bontas a felsot
a ketté egymas ellen dolgozik
/ \
H' grad kicsi—ATP lebontds H' grad nagy—ATP szintézis
H'-t pumpél alulra

motorok vizsgalatara optikai csapda
pum nagysagu golyd, torésmutatdja nagyobb a vizénél
erre lézernyalabot fokuszalunk
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elhajlas— a foton = impulzust kapotta goly6tol

s,
E‘- impulzust kap a golyd, vagyis a 1ézer megprobalja visszahtizni

ha fligg6legesen mozdul el (felfel¢):

L1

a

hengerszimm. — nem kap vizsz. impulzust
fiigg. impulzust kap, a fény lefel¢ huzza
— mindig visszafelé¢ hiizza a fény
a visszahuzo6 erd nagysaga:
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7 BRA, - T v o -

g T
Fobr oo Bras g o Wy 59N
ﬁ“t ﬁi? 3 *"’E'%t = P ﬁ;?%’hmfﬁ

ha elnyeli az 0sszes fotont, 1ézernyalab teljesitménye a~0,1
(a<l<«—ennél kisebb lesz az erd,
a fliigg attol is, hogy van a golyo)

racsni modellek

polimer-szal 4lt. aszimmetrikus

YT
}

a molekularis motor lokélisan latja a szal irdnyat
szal—1D, aszimm., periodikus, ebben mozogjon a motor

o A

1.6tlet: hdmérsékleti zaj miatt mehetne jobbra a motor, mert arra konnyebben felmegy
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de ezt tiltja a I1.fététel
tfh. mégis megvalosul, van egy stac.elv., stac.aram-térben homogénnek kell lennie

’ 5 A 511 } A £ Al i\ 4
R Yy ] : (%, 0= %2
SEPTY SR O —s PO =0 Hxib)= 4
o e  FFs e
s - !%’%1 q - 1' H;:""‘F'\-\. P F l',-.*‘!l.
i 3 A ¥, adlg T ¥ L=
i A% Foot
)
0 Y i, o NI o
L= L (il Dy A = ¥
i | .'i' e q‘.-:r_ N i '_ e b, ' — 4 . -%
;:.LQ\_ T ‘.-.- i ; g
1+ = - .
\._--./I —— r wore 8 WY -"'l 1 e ..| i ‘:'!_’ -t
}ﬁ} fﬁ{ﬁ";i,»-&{;f-'.: W i) e i Ag y&r _’fﬁ-ag,w .jffffm =;;a;éys'=.=»sf
a potenciat lehet ki-be kapcsolni:
ﬂ. A P e ettt e e

i NV V’\ ( Ji& ‘

Vv rataval kapcsolas
ko(x).k1(x)

V,: szabad diffuzio

Vi: bedll a részecske a min. kornyékére

ha a részletes egyensuly teljesiil:

) F i
Cra by
oy N
Bat Al Ty oo
e e LD T
(N '
gl

hémérsékleti egyensuly—nincs makroszképikus dram
legegyszeriibb mego.: allando, helyfiiggetlen ratdk— # helyfiiggd exp. kifejezés
!

részl.egyens. nem teljesiil

tth.V, elég mély —

¢les eloszlas

| Vo-ra kapcsolunk
Gauss

I Vi
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tobb csucs lesz ez a flashing racsni
torténik elmozdulas

rocking racsni  a részecskét, hol balra huzzuk, az erd iddatlaga legyen 0
erd— mintha billegtetnénk a potencialt
tfh. a hdmérsékleti zaj alacsony
erd nagysaga > mint a lapos meredekség, de < mint a meredek meredekség
!
jobbre el tud mozdulni, balra nem
hémérséklet # 0 — kis valosziniiséggel balra is megy
— 32 #0, jobbra megy
bioldgia: inkabb flashing racsni, mas a potencial az ATP hidrolizis kiilonb6z6 szakaszaiban

wf B ..

L D

i % Ty

. -E"_,l!__“_i-;
. SR ol T '{w,_‘__.-. P "?J
T e
g, #
g, §
oy, | f'f
J"‘-
v: kapcsolasi frekv.
gyors kapcsolads — atlagpotencialt érez, nem mozog
lassu kapcsolas — sebesség ~ kapcsolasuk szama
A N
N
%ﬁl
:\‘_L_
o . S - . [ |
= i “?in Y
: lassu dontogetés—adott sebességgel

megy jobbra, utana all, csak az id6
szamit, a frekv. nem
!
allando sebesség
power-stroke modell

a N

£ f“@h .

L S

minden periddusban egyet ugrik

ebben mozgo részecske a lankéasabb potencidloldal meredekségénél kisebb erét tud
csak kifejteni, max. erd bele van épitve a potencidlba

informacids racsni
részecske szabadon diffundal, falakkal le van zarva a tér
odaér egy falhoz—attessziik a falat mogé, zsilipelés
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——
=

j g ) ; ! & o
(=Y . s - P — N .: ﬁ- (1]
% ° ¢ %1

i
L i ) i/ o
s

i_.,: I.:'J I ..". g ,-;f P 1&#}; ' / "!I _,"?
i 34.L T‘io o,
tfh. kapcsolas nem amikor a falhoz ér, hanem kj és k; rataval
ko > ki
A Jo
B, _ }Lﬁﬁg%dr
1,
% (3) pl: egy reakcidhoz kapcsolddik a kapcesolas,
reakcioban AG szabad energia felszabadul, V< V, lesz
kémiai reakcio—részleges egyensuly
ekkor az aram: aramle aram vissza
7 o1
-0 P .
=455~ 1,73
aram a dobozok kézt —
?\- =
b= &g?# - \}/ / , )
aram egy dobozon beliil —
+F
L -
Eremm—— ‘:2.-
3
& '% normalis
g;,.?msf J
. ?3-34
m:--rv:;?“‘“"“”m‘ﬂ'
gty
i ] *’rf} [ {;‘
fji"‘i H y r}.«;{-: i’
’33 s s ST MR .
o o s
I ?' 7 W
ity g’ ,r" Ej
L PO A
5 % wr‘ { e ! far "\
on iﬁ B O < ﬁﬁ £ ’gﬂf- g ‘%ﬁg &Eﬁ“ﬂ .
ff goe T AP T AT e A R sl —_ P . .
¢ oAby TV i, O MIGT
i -a_q..u.-.—l- + 'EI,-;I ﬁ‘:ﬁ [ ol !“"; - i‘ .
¥
>0<—ko>ki

részecskék sebessége:
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F: a ,,potencial-dobozokon” atfektetett egyenes meredeksege
részecske Ggy mozog, mintha F= AG/1 4lland6 erével hliznank

racsnik—jatékelmélet

[P W e |
i
# @ & @ ‘ ¢
. & iy - . ’ T
s i ' ORI A
A4 p: nyeriink 1-p: vesztiink

igazsag jaték: p= "%
kaszin6: p= Y2-¢
ez 1 periddusu szabaly

3 periddusu szabaly: ezt a perlodust ismétljiik

I — I.
£ ! ¥
i o
4 f4s i
ebbodl egy aszimmetrikus racsni rajzolhat6
T
£ o
.ll ¥ F
¥ g o -'":'
" L
=g i
$=-_, . :
e F &
‘:.:--p;:; Tala
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A fan
1fag . .
o:‘“f‘_,___.--: o ﬁ
g I__'-_
i
AR - ! ¢
»t.!fa. Jrilg WAl
L 4
Ay fia
-, iy =y
£ o 1 i
'*:-_‘ £ et =g g; il ! 1 t&.;t
L . o ¥ e ¢ g > L
L i P
& fa
8 ;2‘;.

ezeket Osszeszorozva:

— igazsagos jaték, nincs atlagos mozdulas

kaszino:nyerés val.szin.-ek —, vesztés val.szin. +¢ — ~ racsni megdontése
kapcsolgatas a 2 jaték kozott — még e-nal terhelve is nyerhetiink, ~ flashing racsni



Elélények kollektiv mozgasa

valoésag — modell(~karikattra)

Lo

numerikus analitikus szamolas

nagyszamu hasonl6 egyed, ezek mozgésa hasonldsagot mutat, rendezetten mozognak
pl: madarrajok, katonahangyak (ferromon felhdben oo ciklus, napokig kering)
rendezddés-alt. a helyi kdlesonhatasok eredménye

magneses modell:
minden objektumot jellemez egy vektor (mozgas iranya) J;
_ferromégneses allapot ~ rendezett mozgas

P Dk
::l“[:f.;"l - rﬁ-'.'; :l| |i§i , ir“r_\-,;?l 'Pf '5-1 ! .‘:: %:ﬂ J—
l:!#-h | }:T':‘-:h &-&g &::-'3 :t'ﬂ"'""f\-' { “EB L uwT T

¥y b

B: allatokat mennyire érdekli, hogy merre mozog a tobbi allat

részletes egyensuly:

o dd <28 \55 {g’;} W{%‘ +3 ﬁ:}
f?iﬁﬁq e }{: ? ) @
wiaat ¢ b N

T

s e’ Wlke) |
' ’ , ha ez teljesiil
!
van egy stac. eloszlas, amire
B
Wit €
o
gt

Markov-lanccal is elérhetd egy ilyen rendszer
d: ez az x-y ferromagnes, 2 dimenzidban nincs hosszatavi rendezett allapota
a Mermin-Wagner tétel miatt
alapallapot:

trT

@1t
szabad energia: F=E-TS
T#0:
il
,J /ﬂ #,‘bﬂ‘ﬁ#ﬁ;mﬂ’:ﬁ ou_,‘_i_( ,:&} K q *f

. - 33

AR 2 _5va 'yl
W77 "R My 2. ilyesmi allapotok lesznek, egy lancon
korbeforgdul a spin, a tobbin is
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ugyanugy
1. : E=0, S=0 (csak 1 ilyen mikroallapot) — F=0

l?,, Ew,f.ng P &ﬂrﬁ.?@ ; ‘““-& (/N ?ﬁ Bl
o )

. T WEB, woib o buliimet { Balink %vmy“a’
it /ﬂ *:;aé‘if ’#?;.-;j'g \\“‘é ) %:Wi* '} ﬁmfs’é_m _#3* M ﬁ%h‘f Sk, Wuﬁ@/igﬂ \}‘7%2{5
a1 o hlnl <O, o © g i~ _olhds
m@,mw > ;%

ez akép
- nem vesz figyelembe, hogy mozognak az allatok

javitdsa:
egyednek van helyzete, iranya

g,,y (t41)= (S0 8, .

i L allag 5 2emociduing

% (5= 7 t’%ﬂr(m\j
- i

—ez felel meg annak, hogy az i.
részecske minimalizalni akarja a

.

a magneses l}g’-t.
szimulécio:

egységnyi négyzetek (kolcsonhatési tavolsag legyen 1)
!
csak a kornyezd négyzetekben levokkel hat potencidlisan kdlcson
rendezettség kialakulhat — kis szoras
rend kialakuldsa: - kezdetben 6rvények, késébb ezek megsziinnek
paraméterek: v,, L(méret), N(részecskék szama), o(zaj szorasa)
kolcsonhatési tavolsag, valaszthato egynek
Vo: legyen elé kicsi, hogy a szomszédsagi viszonyok fennmaradjanak egy ideig
tul kicsi — lassan torténik valami — v,=0,3
kicsit mesterségesen bevezetett paraméter
N,L— %‘
2 fontos paraméter:p,c
hatarfeltételek: - visszaverd fal — a fal-részecske kolcsonhatas hatarozna meg a viselkedését
- periodikus hatarfeltétel — szerencsésebb valasztas
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uez 3D-ban: 4 helyett sebességvektor

7, (be0y= v, N (&{"{Jﬁ'{ﬁz * ﬂgz\)

= E
W5

tud rendez6dni

normalasi operator

\
ezeknél is folytonos fazisatalakulas
/
1D-ban is tud rendezédni

hibak: lokalisan % tetszOlegesen nagy lehet
1d6 diszkrét
!

hidrodinamikai modell % V¢ 1*
folyadék + belsd erd, ami hajtja + parhuzamos beallast preferalo tag

eudoiVef

N

UEH) e 0
Newice - Stike: ﬁr*(fﬂ”f F{n’ﬁ"%}*m{‘(ﬂ@w’} gf;»ﬂmz

FoE
gy Fr, @ﬂ%{"&ﬁﬁ “ﬂ 1

lokalis atlag kifejezhetd derivaltakkal
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Ab-m; G, =), --E’sffw’”‘h %gﬂmg J%

o cordinli gt ok T
y P
- w5028 + f‘“" s) (.1 jg:'- ﬁ_ _ itk £ E‘W}

— s -
SIE + g{}%«___ﬂ_ xag-g_g‘;
& v ¢ 3

R O N N A o SO
= V8 8 Eﬂ_w..:w-{v iy
¢ s Ve ¢ g J

(T = E{&; Wy j

2D-Yom: Tugbor -ner: Flct )= FO0 Te 3R+ T 6550 FR)

L

X
L i l;#,,’ i
20 Y 6

SFOxtE)=Fla B + 20 00F = oA+ B TFR
2

v -
| {@3“@*{:{?@' 4 ""‘“’E-nw“

e
P ey e T T s -

(1) num. integralasa
kis tartomany — 1 6rvény (zart hatarfelt: nem lehet stac. mego., hogy mindenhol 1
iranyba mozog)
nagyobb tartomany — sok orvény, lokélisan rendezett
pl: baktériumtelepeknél lehet ilyesmit latni

Emberek mozgasa
emberek egy adott mozgasi szituacidban hasonldan viselkednek (pl: akadaly, kikertilése),
atlagos viselkedés megéllapithatod
x: emberek helyzete
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kérdgs: X Z eee
vagy X “-..  irjale jobban
biomechanika — mozgdas kdzben a felsé test ~ egyenletes sebességgel mozog,

-y _ =
ehelyett lehet [@‘5 #5] is, ekkor van preferalt irdnya is
T . .
PP P SR VD e
&*—"@Ei Ay 4,3"‘“ i 34 AN L y
e -~ ¢ A e L
T T
egymas elkeriilése fal elkeriilése

T

'E’-’;: mozgasirany, | € | =1

A
4. egyedfiiggd preferalt sebesség
7

g 5%3 : lokalis erdk legyenek

iii (’?4 T ’i?i

legyen:

« fiigg attol, hogy merre néz az ember

- ke ded: dotds
k™ Ay éﬁﬁ%ﬂﬁ/g' 2 (b 7:3< 52

g

i"i‘} E? ‘81’3 («— taszito erd)

d;, d;: emberek véges mérete

fallal vald kolesonhatas:
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ha 2 ember érintkezik:

.7
@. e
g= E“;’Vﬁ

fn Tous

' o
; / P . b . s
o vanegy ©#-vel || komponens, és egy-== is («— surlddas)

= fi v LY
i il v Y A PO P
T R ”i 4 - Tig 1 &V, LTI
; o i ]
14‘.5 - -\.:; H r\i ¥
i M oo inm
[ Fig NV € dwingdl \,
.”' ¢ i \w
- ﬁ. W -i.;_.
dgtdy
2
ezt a modellt lehet nézni kiillonb6z6 helyzetekben:
pl: folyoso:
\"M o —
&F
B i e pringa®
e i szembe mozognak
!
savok alakulnak ki
v SE——
o :
{‘;f ":-
L
{3 _
o
[ a— smre Ty

ha nagyon megnd a siirliség, nem tudnak kimenni
hogyan lehet tereldlapokat betenni, ami nem engedi
talsagosan megnoni a stirtiséget?

kiegészités a Mermin-Wagner tétel bizonyitasahoz:

AN i
| -WL = e L,
WJ W

L helyen kezd6dhet a W széles, spinhullimos domén
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S=In(L-W)~InL
F=E-TS=const.-T In L

eldzd orai érvelés rossz: mashol kezdédik a hulldim — uannyi db., mintha a rendezett allapotot
forgatnam mindkét esetben megjelenik egy szogvaltozo (kezdofazis v. magn. iranya)

folyoso, szembe haladé emberek:

savok
EeToE *
K X¥UX —2
Q
< 9 o
-__-"-'--.._ - it
-~ 1
e =2
b= [ Vi -N,
A * : mennyire tudnak arra menni, amerre akarnak

ugyanez sziikiilettel:

R(x=0): aram a sziikiileten at

P
quﬂ;{
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még egy akadaly kozépre:

% :Xﬂ[-ﬁn "J'E\ T %i h(m Ko Al ,ar,:) + ﬂaot ((*‘E) "‘E)’
l .

szeretnek egy irdnyba mozogni

!

az ajtobn mennek kifelé
nem tudjak eldre, hol van az ajtd

M f‘)uw

23— A —
/j]" m‘;ﬁ

1 ¥

S
t 1épcso fgv.

<N>: sokaséagatlag

WS QUED g -

% N
/\

nagy a — 1 csapat, bolyong, hosszu bolyongés utan megy ki

!

<N> lassan csOkken

ol

analitikus vizsgalatok

}f.; :@ﬂﬂ"; M

63



fX&(‘E ﬂ:)-*' i (B ar, T Ay (‘h
% (B 0= fﬂ{*ﬁbbﬁ%—%

L mikroszkopikus leirds

T

véletlenszam
P: eloszlassal

4

n=1 és N= -1-ben stabil egyensulyi helyzete van n>0 : n—1
n<0: n—-1
gyorsito erd és atlagos tartas benne van a G-ben

ehhez kontinumegyenlet (makroszkopikus skalaji leiras)

levezethetd, hogy

o= — "U";(‘E ﬁu&j L!'T}gj" }‘f“*‘rap

1) |
O L gyt at <22 Lo,

‘ a varhato értékek viselkedésére
0 varh. értékii zajok beirhatoak, a szorasbol becsiilhetok

1D ferromagnes:

jﬁﬁiﬁ’&\ J[ESL-, -8y + 6 ‘“3{*4{“1
,\]1‘r

. A
€™~ M - I "(ﬁ?‘ + EEJG‘;' "Sh—f@d“gﬂfhw
95, 05, -
2-/'5 " — hasonl6 az U-ra felirt

egyenlethez
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doménszerkezet

S

b %
3
j\:;Lj?éS T k

(1) — sebességeloszlasban domének alakulnak ki, doménfalaknal a részecskék dsszegytilnek
v. elmennek onnan

A
- —_—
<\ |
jP (AN

striiségeloszlas: instabilla teszi a doménfalakat, elkezdenek vandorolni a doménfalak, —
— mozgo csoportok — végiil az egész rdsz. egy iranyba all be
ha a elég nagy — doménfalak instabilak lesznek

2D: renormalds — sebességkorrelacio
<‘“ﬁr {;fa}}?ﬁ ﬁ'}%ﬁ(?'tb,fi{. ~ @;‘q}a% £P'L ; f({?\
-

b CP L\~ 472

hatvanyfgv.
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