Fraktalnovekedés

Miért fontos? - ember készitette objektumok alt. nem fraktalok
( megj.: pl. az asztal feliilete nanométeres skalan elég bonyolult )
- természetben nagyon gyakori
pl: felhd, Anglia partja, fadgak, bizonyos hegyek

felh6

/

v
. . . b
Felhd, partvonal elagazo struktura(nincs hurok) feliiletek
izotrép vonal fa, villam, gyokeér hegyorom
érhaldzat mikroszkopikus felbontasban a legtébb

feliilet ilyen fizikai fliggvények

" _, csak hurok van benne

Fontos fogalmak: - skalazas
f(x) skalazo fgv., ha f(x)=b™ f(bx)
ilyenek a hatvanyfgv.-ek
- instabilitas
az elagazo szerkezet instabilitas utjan jon létre:
instabil feliilet, kis perturbaciés nem kisimul, hanem néni kezd

-

- kollektiv viselkedés
sok hasonlo egységbdl all6 rdsz.-ben az egységek viselkedhetnek — individualisan
- kollektiven

pl: ideédlis gaz molekulai individualisan viselkednek
folyadék- pozicioik mar nem fiiggetlenek, de még nem hivjuk kollektiv
viselkedésnek,
Brown-mozgas  véletlenszeriien mozognak



szilard, racs — kollektiv viselkedés eredményeként

fraktalok is alt. sok k.hat6 egységbdl épiilnek fel, ezek k.hatasa hozza létre a fraktalt

sok kristalyos anyag szabalyos elagazo szerkezetben kristalyosodik
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v. hépehely
3 fo téma:

- fraktalok (geometria, fraktadlgeometria alapjai)
- modellezés
- gyakorlati novekedési jelenségek

Fraktalgeometria

a fraktalok (tipikusan) 6nhasonléak (skala-invariansak)
l
vizualisan: az objektum kis részét felnagyitva az hasonlit az eredetire
v. mashogy: az objektumot lekicsinyitve tigy néz ki, mint az eredeti
objektum egy része

a matematikai értelemben vett fraktal absztrakcio
pl: k=1 1épés

zt duplazva uazt. kapom, mint az eredeti

matematikai fraktdl: k — oo, oo pici részletekkel rendelkezik — teljesen 6nhasonlo
véges sok k 1épés utan duplazva a fenti részt a legkisebb részek



is duplazodnak, nem lesz teljesen uaz., mint az eredeti
fizika: van egy méretskala, amin beliil igaz az 6nhasonlésag

bedgyazasi dimenzi6 (d) : az a legkisebb euklideszi, amilyen dimenzigju euklideszi térben
még éppen belefér

egy fizikai objektumot fraktdlnak neveziink, ha a térfogata /feliilete/ hosszat mérve szokasos
modszerekkel az nem konvergal jol (0 v. co-hez tart), a méréshez hasznalt
egységnyi objetumot tébb nagysagrenden keresztiil valtoztatva

fraktal: pl. A-es szerkezet — teli A-ekbdl kivagassal: teriilete — 0

— vonalakbdl: vonalak teljes hossza — o

teriilete 0, hossza végtelen — az objektumot leiré dimenzi6 1 és 2 kozott van

TR
LA

lefedjiik d beagyazasi dimenzidju haloval
megszamoljuk, hany dobozban van része a fraktalnak — N (1)
vagy kis golyokkal fedem le a fraktalt, ehhez N(1) db. golyé kell

fraktalok konstrukcioja: - noveked6
felosztodo

novekedo:



felosztddo:

uaz. lesz, mint az el6z6 névekedo, atskalazas utan
V (V=minden) k < oo-re ezek atskalazhatok egymasba, ekvivalensek
pl: felhd feliiletének fodrozodasa
természetben tilnyomorészt ndvekedéssel keletkeznek a fraktalok
elméleti vizsgalatokhoz a feloszt6do szerkezet el6nydsebb
fizikai fraktal: van egy legkisebb és legnagyobb méret
fraktal: nem 1,2 v. 3 dimenziés — D fraktaldimenziéval lehet leirni

N~ b

Ne e b))
D=ty

Novekvo struktura: N(L) ~ L
onhasonlosag « hatvanyfgv.
D: ??/vm %NQQ
e infifl

A 2 def. ekvivalens

novekeddvel:

s
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N(L) =5 ,L=3% (azaz: 3 -szor akkora, 5-sz6r annyi részecske 1 1épés utan)

l
D=5 —1 145

>
Fiz. Fraktal: van legkisebb és legnagyobb méret (L)
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o, N(E)~s

ez isuaz. aD lesz

Hausdorff-dimenzio:
meg akarta mérni a fraktal térfogatat (mértékét)

M(e Dy y= 4. z b T.<E
Fdly

sugaru korokkel / gombokkel lefedjiik az objektumot — a bedgyazasi dim.-nak

[ ]
megfelel6en

ezek sugara kiilonb6zhet egymastol, de < £
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optimalis lefedést szeretnénk — 4 minimumat vessziik
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M (D)= M(ED,)
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Pl: rac.szamok [0,1]-en dimenzi6ja:

%%{

dobozok, hany dobozban van rac.szam? | — 0: N(I) - I'' , V kis szakaszon van
rac.szam

d Dbox = 1
intuicid: elemei megszamlalhat6 sokan, [0,1] kontinum szamosagu
pontbol all — a dimenzi6ja 0

Hausdorff-modszerrel:

k. 1épés: (1/2)* hosszi szakaszokkal lefedés
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kovetkez6 rac.szam,.....
k.1épés: k rac.szam koriil (1/2)* hosszu intervallum
!
M(k,Dy) = k+(1/2)*>"

k — oo esetén V Dy, > 0-ra m(k,Dy) = 0 lesz
!
Dy = 0 a rac.szamok dim.-ja



Hasznos ésszefiiggések

-vetiilet fraktaldim.-ja: (pl. fa fényképe)
D, dim.-ra vetitve:
D,=D ha d,>D

- d-m dim. metszet — D-m lesz a fraktaldim.-ja
1
beagyazasidim.

- 2 fraktal D, és Dg-vel

Koch-gorbe:
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szorozva 6nmagaval?

-2 fraktal uniéja, Da > Dg
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metszetfv. slirlisége = 2 slirliség szorzata (slirligég = valdsziniliség a fraktalhoz tartozik egy
doboz)

A,B részecskéinek siirisége ~

Eraktdlok tipusai
1., determinisztikus és véletlen fraktalok
determinisztikus fraktalok

iteracioval konstrualjuk

kiindul6 obj., V lépésben 1/r-re kicsinyitett p db. masolataval helyettesitem
pl:

. | @p'.
— QO e ? fﬁ‘}.
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N(ﬁg)i%& Kech gk = =4, =3
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novekvore is hasonl6an lin. méret hanyszorosara né — r
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hanyszor ismétlem — n

nem-uniform fraktal: r>1, ri-k kiilonb6z6ek

pl: u alfraktalok
4
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nagyon kiilénb6z6 méretiiek is el6fordulnak

. L £
th (@ “sugart gobmbok szdma, amik az i. alfraktal lefedéséhez sziikségesek
az egész lefedéséhez

N(¢) -‘éN@(O

gomb kell

Nem-uniform fraktal (t6bbskalaju):

1/r; kicsinyités
k 1épés utan egy adott korre:
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hany kis dobozzal fedhet6 le?

N (E)~g P
N(Z 3:.:2" N,; (ﬁ

( dobozok szama = alfraktalok lefedéséhez sziikséges dobozok tsszege )



No(2/4)=N(E) e imhassndinis
= f(é};}bzzﬂ

el % \
NEO=T0:6 = =7 (ny)®

sztochasztikus fraktal (iteracioval )

pl: Cantor-halmaz: sztochasztikus: 1 1épésben véletlenszerti elhelyezésiik 2 1/3 hosszu

szakaszt (a 2 kis szakasz nem loghat egymasba)
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uannyi lesz a lefedéshez sziikséges szakaszok szama,
mint a Cantor-halmaznél — uaz a fraktaldimenzi6juk

véletlen fraktal ( nem iteracioval )

a legtobb a természetben ilyen, nincsen ra iteracios szabaly
fraktaldim.-ja dobozokkal is mérhetd, de célszerii a korrelaciés fgv.-ét nézni

ezek szerkezetét a slirliség-stiriség v. parkorrelacié fgv. jellemzi
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c(r): mi a val.szin.-e, hogy r tavolsagra J egy részecskéje a fraktalnak, ha r’ a fraktalon van.
altalaban a fraktal, c(r) = c(d) =c(r)

homogén anyagra:

toy ) bt Remagin g

atomos anyagra: ( L méret{ rdsz. )
P > k
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Példak:
1., Cantor-halmaz ( 3-ad részét k6zéprol kivagjuk )
D=5l -0, 6309
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slirlin behal6zza a piros négyzetet,
tetsz. ponthoz kozel kertil
megj: raciondlis szamok Haudorff-dimenzi6ja Dy = 0
Cantor_halmaz: rac. pontok a végpontjai — mégse lesz Dy = 0

4., Sierpinski-sz{ir6

5., Mandelbrot-halmaz
mzel

2
Zyyq™ Zg =



Z,=10, k - o esetén milyen p-re konvertal?

a 2 kozti hatar egy fraktal

y o)
12+ (5)=1 =t D= Abn () w945
2

7., véletlen bolyongas ( sztochasztikus fraktal )
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’ rdcs, ezen lépkedek véletlen iranyokba vagy: folytonos modell,



<RX(t)>~t d-t6l fiiggetleniil Poisson-elv. szerinti hossz,
! véletlen irany
<R(t1) ~ t1/2

a 2 uabba az univ. osztalyba tartozik
vizsgaljuk a bolyongé részecske palyajat, azaz V 1épésben
letesziink egy részecskét oda, ahol épp van a bolyongo részecske
!
N(R) ~ t ~ <R*(t)> -~ D=2 abedgyazasi dim.-tdl fiiggetleniil
ha a bedgyaz6 dim. 2 — paca, nem fraktal
3 - fraktal lesz

8., Levy-repiilés
folyt. bolyongas altalanositasa
V irany uolyan val.szin.-gel
a tavolsag, amennyit egy iranyba megy, most nem Poisson-elv.,
Ax hosszu ugras

PO DU R by 4
POxShxy= 1, ha Me< 1

- slirliségfgv.-e:
{ o

; o4 - "DL“ /I
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hatvanyfgv. — nagy ugrasok valdszinlisége sokkal nagyobb, mint exp. lecsengésnél

képe:

fraktdldim. D=D;, haDy<2
D=2, ha D > 2 ha gyorsan csokken, utigy viselkedik, mint exp. lecsengésnél
tobb allat is ehhez hasonld stratégiaval kutat a taplalék utan ( pl: albatrosz )
ez hatékony mddszer, kiilonosen, ha a taplalék is fraktal eloszlasu



részvényarfolyamok fluktuaciéja

- Gauss elv.: ha teljesen véletlenek a befolyasolo tényez6k — bolyongasra visszavezethet
- valodi piacon: Levy-bolyongassal jobban modellezhet6,
hatvanyfgv. lecsengésii a vége

Onaffin fraktalok

nem 6nhasonlok az eddigi értelemben
most hosszakat iranyfiiggd faktorokkal kell skalazni
fgv.: egyértékii hozzarendelés
fraktalfgv.: J egy kitiintetett irdny (a fiigg6leges), amire mashogy skalazédik

2 MMM>




determinisztikus onaffin fraktal;

-1. l1épés
-2. lépés
-3. 1épés fiigg.: iranyba felére, vizsz. Y4-ére hiizom

oo finom — minden pontjaban torés, sehol sem lesz derivalhatd
sok kis lépés véletlen iranyba — sztoch. 6naffin fraktal lesz ( ekkor lesz alsé levagas is )
! !
v. fol, v. le 1 D Brown-mozgas (bolyongas) x(t)fgv.-e
uez. ruletten a nyert 6sszeg, ha mindig pirosra tesziink
nyerés: ha F>0, vesztés: ha F<0

d =05 > pallil oodis

I
. \& 1IN Ln %:5 /! :Z \\;fé/
nyerési-vesztési sorozatok 1 1 nincs nyero stratégia a ruletten
hatéra onaffin  vizsz.

fraktal tengely



ekvivalens definicié:

4{: (- F (AYD v Axﬂ O< H<

lokalis és globdlis dimenziok:

pl. tttest feliilete: kis (1pm-1mm) skalan 6sszevissza valtozik, fraktalszerd

F

de: F bizonyos korlatokon nem lép at,
nem igazi fraktal

tth. AF ~ Ax"
ha Ax<<1: AF>Ax, H<1lesz — lokalisan ,,sz6ros” fgv.

ha Ax>>1: AF<AX,

X! | F(x+xc)-F(x)| ~

x.| karakterisztikus hossz, itt valt a 2 viselkedés

X.: atcsapasi hossz

pl: 1D bolyong6 részecske

(v. tobb dim. részecske bolyong, vetiilete 1 tengelyre, ez is bolyong, de nem pont tgy,

mint az 1D részecske, pl: részecske ugorhat a tengelyre ..i=%-en, ekkor nincs elmozdulas
a vetiiletben)
véletlenszerlien valasztjuk az iranyt,(nem feltétlen 0.5-0.5 val.szin.-gel, pl. ha az irany
val.szin.-e fiigg a multtdl is)

'}ZH

O ) ~ t=1 . Brown-mumpts

fraktdl Brown-mozgas



mi a fraktadl Brown-mozgas fr.dim.-ja?
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dobozok szdma, amik atfednek a fraktéllal: egy oszlopban ¢t doboz kell, mert /Axf’v It
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xu(t)=0: zéro-halmaza a Brown-mozgasnak
ez egy véletlen Cantor-halmaz, D=1-H dim.-val

H>1/2: az ugrasok korrelaltak az el6z06 ugras iranyaval
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H> 1/2 : kozelebb van a vonalhoz, vonalra H=1

A
H<

fehér zaj:

H> .

2 ' perzisztens fraktdl, pozitiv korrelacié van az ugrasok iranya kozott



el6z6 1épés 1: mostani 1épésre: p; > p,
el6zovel korreldl — a korabbiakkal is

1
<3

2" antiperzisztens, negativ korrelacio
el6z6 1 - p,>p;

-4

" 2" nincs korrelacié, Brown-mozgds p; =p.

biz: legyen Xu(0) =0, -Xu(-t) multbeli névekmény
Xu(t) jovobeli novekmény

— 2K

Lo 5 2H 2
bbb (X R = L0 o (1] -2 i =7 a1 ) yr

kb it b0 <Kty ~ M
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Fourier-spektrum

véletlen, onaffin-fgv.szert jel Fourier-spektruma
f: frekv.,  A(f) eldjele véltozhat, |A(f)|~f 2



P(f): teljesitmény-spektrum, P(f)~A’(f)
pl: tézsdén H~ 0.55 — van egy kis korrelacio, de nem elég a meggazdagodashoz

pl: Weierstrass- Mandelbrot fgv. (1872)

(=3 i?ﬁﬂ_%%@w

1<D<2, b>1

fraktalfgv.
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pl: 2 Cantor-halmaz szorzata is 6naffin fraktal, ha 1,# 1,
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Dbl ) (109} 30 ), = Be2/h (19, nl jﬂjﬁﬁ
D oD, W2/ = by = (q/m I (1))

kis részhalmaz: elnytilik, affin trf.-val kihtizva az egész fraktalra visszaadja az eredeti fraktalt



Kovér fraktalok

eddig: D<d
def.: térf. mérése, hatvanyfgv. szerint valtozik a doboz méretével

eddig: -0, v. - oo, de tarthat hatvanyfgv. szerint egy véges szdmhoz is

V=V 0
VI0)=V, tfegal 0z {0 iflsosctfon vsl/////’

o-JBy iy WM '\/EQ ‘,
¢ (,Q) {}/&”b 0?/ ‘ Jw"—"{-ﬁ
vl b< s il otk et

Vi Vor AL
1 L .
= fom BNOL'] - V(O] B30, bpeto am-talfil Rubursbic
429 Il
N(I): d-dim. labdak szama, amikkel lefedjiik a fraktalt

Peano-gorbe nem kovér fraktal

pl: médositott Cantor-halmaz

modositott

Cantor-halmaz
o e .
A3 43
e o S
(\*——1 "’,”T)( 4/3,’}/9_ ) - 4
T [ bt et fed bt /9
T o Fbit ettt ettt 4/2?
Yoz Mo - ik il by ;
: e avemd B4

a kivett szakaszok egyesitett hossza kisebb, mint

a kivett szakaszok hossza — 1
1 - véges hossza lesz a maradvanynak

!

0 a hossza D=d=1
Lo dy v =
30013 topologiailag uolyan, mintha Cantor-halmaz,a végén
minden szakasz hossza 0 a kovér fraktal nem 6nhasonld
altalanos:

d dim. hiperkocka, egységnyi élhossz kivagunk v; térf. , keresztet” — a maradék



kockakbdl v, térfogatot
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B andd, Aipfoat Vo= (=) (i) (1) (1) f’jﬁ (1-47)

Vi =7V, fu h00

r\‘)Q, 238
b2 <o = [105)0



Fraktal mértékek (Multifraktalok)

tfth. van egy 6nhasonl6 fraktal, ennek pontjaihoz hozzarendeliink egy skalart (~ skalarmezd)
!
bonyolultabb lesz, mint egy fgv.

2 fmlip r -0 p=2
IE Q»TE = Egnill
E=onsh. ohachitls =3 crigortnid = gudll =50

Rty doncoslohsis, e A > Splace-ogmlet
2 D, Laplace-egy. megoldasa szemléletesen:

gumihartya a peremre, a fraktal mentén megemelem — a gumihartya alakja
lesz a Laplace-egy. megoldasa, csucsnal oo meredek lesz

van, ahol 0, van ahol oo, sehol
sem lesz folytonos — nem fgv., hanem mérték lesz

mérték: A halmaz, a mértéke pa

Mg PP ha ANBE=0 -

ilyen pl: tdmeg, valészin{iség

/Mﬁr\%&; S,Mci)ﬁ;/l WWWW
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Multifraktal

pl:
A T P;Z‘/\.-
- ‘ /T'I . "‘_7 - b /Pf:?'? )
‘L i _P'l?‘} L;QO -Pj
‘ / 2P O,
‘ @ Ta ) DO ofm ?’z?g,
. i . ‘\j}‘z, Sz
3
?ﬁé?zllz ’WMM
Tmitshet aendediin Rewck o
o0 UAP,1E=1
pl:

T

0P,

pl:P,P;P; lesz teriilete 2P+P,=1

P, P

multiplikativ folyamat

Itt most fraktal mérték lesz,
de a ,, tartgja” nem fraktal, hanem a [0,1] szakasz

a végén minden pontban vagy majdnem 0, vagy majdnem oo (kiilénb6z6 oo-ek lesznek)

hcP,, g7 > PRt
B atin BEDYT tugeh ook e

d.dim., | hosszu dobozokkal lefediink egy fraktalt, (ami a tart6ja a mértéknek)



g=t/L | 820 (w270 ngy L>00)
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alt. egy adott a-hoz t6bb doboz tartozik, azaz nézziik azon dobozok szamat, amikre

s %[’?‘, 7"%&?’1]

~4(el)
multiplikativ folyamatra: Naz(’g.)” ¢ (1)
!

a kitev6jli dobozok szama

- hisztogram
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NG j(a) Jyr-oe Jomntnbh R £-0

\
N
hr®

In €

all.: ez az f(a) fgv. uaz, mint f (a) (1)-bél kifejezve

ot

csak azt hivjuk multifraktalnak, ahol ez egy nemtrivialis fgv.

folytonos fgv. — % — 0 esetén egy pontot kapunk a gorbe helyett

T £-20 = ‘5“'7&‘ e - % hanyadosuk véges

szorasa véges marad — val.szin.-gek szorasa - 0

multifraktdl: ahogy a doboz mérete — 0, a val.szin-gek szordsa — o0 — nem egy pontot kapunk
f(a) fgv. — (1) alapjan az a kitev6jii dobozok egy f(a) dim. fraktalon helyezkednek el
multifraktalok: oo sok fraktal unidja, o sok kiilonb6zdé dimenzioja alfraktalt
jelol ki az eloszlas
sok fraktal uni6janak dim.-ja a legmagasabb dim. fraktal dim.-ja -~ D= max f(a)
f(): spektrum

Multifraktdl formalizmus

A danlio o-dib s
y=0: %N (ot 00 pt0ong ) =

‘)(W(s)’ﬁgglf’ ~o0cy<00-at




1

Dq: nem-trivialis q fiiggés benne marad g — 0 esetén is

normal fraktal: minden D,=D

i)(q, (EF:Z {f!fj/ ( {{,«70;

B a legtobb egy f, dim-os alfraktalbél jon

Ny (6

, és ezekre uaz. a p;, legyen ez pq

@Y, (ﬁ‘)@ Ny (E) . 500 i Jumiehs, N, (€) s (€)

- o { . - — . i
Nw?‘z@% ot 9ty by marismams £ Q= 1oy, mimiammani
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<< 1: ez f-t az a tag dominalja, ahol a minimalizélja az exponenst —

@jﬁ@ =4 | ody-yu minvmls W"g(‘ﬁ)ﬂ

ool

v @ogwcﬂd@gm‘?fﬁ%%mﬁﬁw ME%@ZW
b @ = "’%Wf{g [(ﬁrﬂbg,’l

B 1y ay ot 3100 o moghilirehit L= R4

kisérleti adatok kiértékelése:

dobozok, dobozokra p; sulyok (mérték)

D -?/m - j
0! W Dy, = 26w dorisibion]
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1

L’ Hospital szabaly olyan alakt, mint a Shannon-féle informaci6 definiciéja
pi eloszlashoz rendelt informacio
D;: informdciés dimenzi6

tétel: egy(fraktal-tartéjui) eloszlas D;< D-re multifraktal.

Rekurziv fraktdl mértékek (determinisztikusan konstrualt)

PN s

P; stulyokkal az egyes alfraktalok egy}nésba étskéléz};afék, V. az egesz is
megkaphat6 bel6liik

\{!f“ HoD,,
%y 5 (O=T zg’xﬁ,( £

valdszinliség térbeli skalazas
skalazasa
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Példak

pll: névekvo-haldzat

1. 1épés
az 6sszes fesziiltséget dsszeadva
nem normalt
normalt lesz V, = % esetén
2.1épés
Sh
L.

v; fesziiltségek az egyes dgakon

(=L /ey 3%
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Lokalis novekedési modellek

chesterhez meg kell adni, melyek szomszédos részecskék:

f A Sz

s

5 Lowaty, : Wt o bl tifym, o
alt. sztochasztikus novekszik, az 1j részecske adott val.szin. szerint keriil vhova
! 1 T
minden lehetséges cluster 1étrejohet vmilyen szabaly mar meglevo cluster
val.szin-gel de mindig van a modellre
jellemz6 tipikus cluster, sokféle tipikus cluster lehet



névekvo perkoldcio

mag (elsd, kiindulasi) részecske, a szomszédos iires helyek a bet6lthet6 helyek (é16 helyek)
véletlenszerlien valasztunk egyet, - p val.sziniiséggel betdltjiik
- (1-p)-vel meghal — orokre kizarjuk a bet6ltésbol

kis p: néhany lépés utan leall
p = 1 mindig bet6ltom — egy paca lesz

pl: erd6ben a fakon fert6zés terjedése
lényegében uaz., mint az egyensulyi perkolacio:minden racspont betdltése v. {iresen hagyasa,
p val.szin.-gel, 6sszes racspontra vél.szam
sorsolasa a novekedés végén uaz. lesz a tipikus cluster, mint az egyensulyinal

P(p): annak a val.szin., hogy egy kivalasztott pont egy oo klaszterhez tartozik (ha L — o)
lényegében uez: mekkora a oo klaszter silya? a rdsz. minden pontjanak mekkora hanyada
tartozik hozza?

L FRse

(R A

, ) / j
e

eyl

novesztett perkolacid: 1 klaszter van — az 6sszehasonlitashoz a ,,normal” perkolacional meg
kell szabadulni a tébbi klasztert6l folyt. fazisatalakulashoz hasonld

é « korrelci6s hossz, a legnagyobb perkolacids klaszterre
) -
g%‘ Y E -42&,”" ’Y\';}

g-nél a korr. fgv. hatvanyfgv.-szerii lecsengése atmegy konstansba
a o klaszter p.-nél fraktal, p>p.-re mar nem, mert van véges teriilete is
!
kis tartomanyon ~ fraktal, nagy tartomanyon ~ homogén,
van egy atlagos slirlisége



pl: négyzetracsos korrelacios fiiggvénye (élek + racspontok)
1
{og Clv)

| |

négyzetracs: kis skalan ~ vonal - D =
nagy skalan ~ stk - D=2
a: racsallando

Eoz00) 1 770 = (x) onh g1 (é”‘?‘“ﬁ?} it

cln Pl Bl /2)

f(x): skalafgv., f(x) - const, hax — o

A ) gl G Dy oy

- ~ply
o /?'Lw’\,crvg MWy ég rP(/M N(/qu‘ia&ﬂig p i
e o P g
Ll g D=dec= d- B
yT

2D egyenstlyi perkolacios klaszterre ez egzaktul ismert:

- =5 e Dol 4,89
VES L b pentk D=3l 1%



Invazios perkoldcio

folyadék pordzus kdzegben (pl:szivacs) modellezésére

i, véletlen szamokat (0-1 kozott) el6re kisorsolunk egy racs pontjain
ii, van egy kiindul6 részecske v. feliilet
iii, a legkisebb véletlen szammal rendelkez6 hataspontot bet6ltjiik
nagy szamu pont — alt. bet6ltetlen marad nagyon sokaig,
az Ujonnan betoltétt pontok mellett alt. lesz kisebb szama is
elindul, megall az egyik részen, mashol novekszik,...
nem ekvivalens az egyenstilyi perkolacioval, de nagyon hasonlit ahhoz
ez is fraktalhoz vezet

Véletlen bolyongds

racson bolyong egy részecske, ennek az ﬁ?ét vizsgaljuk

9 A
az ut 2 végpontjanak atlagos tavolsaga: @}9 (“L’D: Ro t)
¢ A I
Rt ~t” w D”g Y

x})-:% < Wi aedapnal alfole &WZ ~E,

T : 7
@e @)> ;?;’)é%;‘ @?’}'f{/“}’ QZ@_% E%?N{; '&WM :

LA

hai=j
ez az 6nmetsz6 bolyongas:
¢ P p . R ¢
Re@=T g Bl o, wlhr o v (a=asllunkd) | 7 Btaines i omn (2 urdinisics i
ATAT A l



Onelkeriilé bolyongds (TSAW = true self — awiding walks)
pl: polimerek
nem metszheti 6nmagat — zsakutcaba kertilhet
1. kozelitésben emiatt: i — j (szomszédos) ugras val.szin.-e :

- 943 M4

k-
Z Q"?e{.i Ty
s

P4i=

g : paraméter, mennyire nem metszi magat
ny : ahanyszor a k racsponton mar jartunk
preferalja az onelkertilést, leginkabb g; — oo esetén,
de még ekkor is metszheti dnmagat, pl:
f

ebbdl a csapdabol ki tud jonni
t — co:  uugy viselkedik, mint az énmetszd bolyongas

Novekvé onelkertilé bolyongds (GSAW = growing SAW)

polimer lancok novekedésének modellje

=1
n szabad szomszéd — T  val.szin-gel kivalaszt egy betoltetlen szomszédos racspontot,
azt bet6lti ha csapdaba esik, leall

megoldas: a csapdat el6re felismeri és elkertili (IGSAW = indefinitely GSAW)
ehhez elég csak egy kis kdrnyezetet vizsgalni
leirjuk, hogy hanyszor fordultunk balra(n;) és jobbra (n;)
n-n; = feltekeredési szam,
ez és a lokalis konfiguracio elég a csapadék elkeriiléséhez

T
IGSAW megfeleltethet6 egy perkolacios klaszter peremén ( vele szomszédos

racspontok, kiviil kell maradni) val6 bolyongasnak
perem soha nem esik csapdaba



Bolyongds fraktdlon

(alt. csak 6nmetszot vizsgalnak)

L \
"

e Aﬁézhﬁ
e

T
hurokmentes és hurkos fraktalon mas a terjedése

2/4
Kiy~t
mogi.: RoQ)t | Yoepe dhmpigon VEuek -y 0 i

d. exponens a fraktal szerkezetét6l fiigg, alt. d,, > 2

LRl
b, dy fraktal.dim-hoz hasonlo, a tdmeg skalazasat irja le,
nem a palya fraktaldim.-ja

alt. d,>D
: Siorpinski ~tuieig 0 = Inlds3) Sl
ot S, ¥ l

(2)”“’?3: (AWT’ b%/’

Diffuzio-limitalt novekedés (nemlokalis

novekedési folyamat, nem-lokdlis mezdk (pl: hdmérséklet) iranyitjak
tipikusan: Laplace-egy., mozgo peremfeltételekkel

DDy Fu@l
it rx

T =bn=0  lploe-op.

sok novekedési jelenséget ez ir le -k : tér jellegli mennyiség

( koncentracio, homérséklet, elektr. potencial,...)

megoldasai: harmonikus fiiggvények \\7% ~ nodvekedési sebesség, ~ részecske aram

nem lokalisak a megoldasok @% hajtja a névekedést



~ — objektum, magasan (pl:u=1)

JANEN P (’V\f‘o‘)

Wil : oy g B A
By g i, Anindonl nopidind

Diffhzié-limitalt aggregacié (DLA)

1981, Watten és Sander

pl: elektrolit, + fémionok kis koncentracioban, - elektréd az elektrolitben
modell: van egy magrészecske

messzirdl elinditunk egy masikat, véletleniil bolyong, amikor eléri a magot, odatapad
Ujabb bolyongo részecske,...

szimulacios triikkok: - a részecskét egy. a klasztert éppen koriilvevé korrdl inditjuk

- ha messzire kertil a kort6l — kor-részecske tavolsagu sugari kéron
véletleniil elhelyezziik

- ha nagyon messzire kertil - 4j részecske
bookkeeping: racsot teszek a klaszter koré, V racsponton megvan,

hogy milyen messze van a fraktaltol — akkora sugart kor szélére
tessziik véletlenszertien

NR)~R’
2 dim.-ban D % 1.7

korr.fgv.: c(r) ~1r* - a=0,29 (D=d-a%1,71=%1.7)



magasabb dimenzi6ban : d-1<D<d

D= i
atlagtér kozelités joslata: d+ viszonylag kozel van
also6 becslés: D>d-2, mert:

D dim.fraktal, novekszik \
2 dim. bolyongéas (masik fraktdl) — ha ez a kett6 metszi egymast, akkor van novekedés

,=b2-d >0

metszet dim.: , , hogy legyen névekedés
!
D>d-2
B
2 11001
% | 9 5%008
b | 00
51 baorose
6 | 5

variaciok: -racson/ nem racson novesztett DLA
alapmodell: nincs racs
egyensulyi stat.fiz.: mindegy, hogy milyen racs v. nincs racs masodrendii
fazisatalakulasndl ( — univerzalitas)

novekedésnél nem mindegy, a racs anizotropiaja miatt mast kapunk
-a bolyongo részecske p val.szin-gel tapad oda, (1-p)-vel tovabbmegy
!
slirlibb lesz a klaszter, tobb részecske jut be a ,,volgyekbe”
vastagabb 4gai lesznek, de uaz lesz a fraktaldim.-ja, mint a sima DLA-e
(D=1,71;d=2-ben)

anizotropia a DLA-ban

klaszter bentrdl kifele n6 — sugarirany és tangencidlis irdny nem ekvivalens
=] Yo (d

N: aggregatum részecskéinek szama

. tangencialis slirliségkorrelacio



gu(P)=8 | Rotwanhe 49 o R AR A dofroan (R @y il

T b Vit Oictor Co(B O 208 a0
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vagyis mer6Oleges iranyban gyorsabban csokken a korrelacio, mint altalaban a sugariranyu
novekedés miatt

4

%l%\ (}(’htﬂzg{(d” {:@/fzw ,F gﬁ /T”Q{L M(g Q‘Q@M i Wdﬁ%;ﬁ %M} (Q,Tﬂyyﬂ %ﬂ‘i?rf}

é |
am g
" - - O{Qq
1~oby #
N brive [ err) dp ~ To ™ (g 48,8
% 0 ° U
részecskék szama egy oy 2% miatt ez csokkend jarulék

a sugaru korben

e dim BN = it 4D, ()= 22,

%w-”lim 2}/\ ﬁ/ 400

bt D= Bl (13, £47)

o, lassan csokkend korrekcio a
skalazashoz
DLA elméleti megkozelitése
z
b=
atlagtér kozelités: - , meglepden jol egyezik a szimulaciok eredményeivel

jobb leiras: elektrosztatikus analogia

csticsokra egy burkolé rajzolhatd, tfh. itt elakad minden részecske



a Laplace-egy. megoldasa — Vn divergal a csucsban (csucshatas), hatvanyszeriien

!
fraktal
A (7) 4. m .
A =0 tapiee
p=0 a klaszter hataran elektrosztatika: p @ potencial

v,?'\, (Efﬂm Wﬁm %‘@’%M\

tfh. a feliilet egy kup, ekériil a térer6sség eloszlasa (konform trf-val):
1
o) o

C: normalé tényezd

a csucs kortl

a részecskedram A tavolsagra a kup csucsatol a kip hatara felé:



latszik, hogy V‘@ skalazasa okozza a fraktalitast



DLA multifraktal skaldzasi tulajdonségai

multifraktal: a DLA klaszter névekedési sebessége egy adott pontjaban

xyx(f'\r»ﬂ

novekedési val.szin., ennek az eloszlasa multifraktal lesz

ggg/L

v

L)

i, v eodioher Bl k. dimn.: ¢ b
Ty 9{@(@);’5%“%\/(@ v

LAY R R 0 (10

hogyan valtozik a klaszter méretével a legkisebb névekedési sebesség (p min)?

5, vty Bl > Homon. bl (\*ffé’\) s
T itk pn L

\é,gxwe:{_ e

Vi > s p L =2
\

hatvanyfgv.-nél gyorsabb, exp.-nal lassabb lecsengés

ol

- ol
fa Ai/wvw”}.. i f\/@;) ™

| L
g(d.\} 5
, —>
O i Lo

a kilégo agak arnyékoljak mogottiik levo részt
onhasonlosag — multiplikativ arnyékolas:
szorzodnak az arnyékolo hatasok



ha van benne szabad ,,csatorna” — exp. lecsengés
1)
Omax — %0-nek felel meg

90a): wines fowne. Aot «f.-[)a{ g, 0okl

\ f
|
5

iy

M2

s

T
negativ fraktaldimenzio!

Diffuzio-limitalt iilepedés

novekedés egy feliilet mentén indul meg

egy klaszter le tudja arnyékolni a szomszédjat is



aggregatumok sokasaga megjelenik, ezen beliil klaszterek méreteloszlasa:
{
L, N@/L Myl

9
i 087 2RT) L 6 g, g Rt b 0
24, N4

N: lerakott részecskék szama egy oszlopban ( N/L egységekben)

2;3’36/N

O [0 gy g oy e
\/v\.w.\/a/

WW%W‘M

H

o) > A-T20 3’3:<@MWW

— a f6 jarulék az 0?? '? klaszterekbdl szarmazik

Novekvo onaffin feliiletek

nincs arnyékolo koélcsonhatas, és van egy kitiintetett névekedési irany
ebben a fejezetben d a szubsztratum dimenzi6ja — beagyazasi dim. = d+1

1. Eden-modell:

e

minden alsé pont be van toltve, a szomszédokat lehet
betdlteni —
véletleniil sorsolunk egyet, azt 1 val.szin.-gel betoltjiik




2. ballisztikus {ilepedés: fiiggdlegesen es6 részecskék, ahol eléri a feliiletet, megtapad —
lehetnek halak oldalrdl is meg tud tapadni
!
kiegyenlit6dés az oszlopok teteje kozt, van egy
burkolo6 kis ugrasokkal

e

3. leesnek a részecskék, nincs k.hatas a szomszédos oszlopok kézott — oszlopok
rnalgasséga Poisson-eloszlasu lesz
| <%B::,%\i - &

Mo W oy N/Ll
tié,%%'

4. feliileti relaxaci6
fentrdl lees6 részecskék, de ha 1-nél nagyobb ,,hupli” keletkezik — leugrik

R Y
[ !

pl: 2 iiveglap k6zé homokot szérnak — 2D: a feliilete olyan lesz, mint a véletlen bolyongas
— 3D: a feliilete csak logaritmikusan durva, azaz
gyakorlatilag sima lesz

dinamikus skalazas
id6ben hogyan alakul ki a feliilet

%,(C_ﬁ%/} W p fuklo

egyre durvul, hosszu id6 utan beéll egy
stac.allapot, a feliilet nem durvul tovabb

- (LAAKRGA) - A




VIR

by (L)

onaffin fgv.-ek: a=H <|Ah|> ~ Ax"
1

e
L fliggés

M FA
[ 16

it/

x << 1: w csak t-tdl fiigg (indulaskor),
2-t6] fiiggetlen
!
kis x-re f(x) ~ xP
nagy t-re szaturalodik a feliilet vastagsaga
!
f(x) - konst.
vagyis: f(x) ~ x*, ha x<<1
~ konst., ha x>>1

P

alternativ leiras: magassag-magassag korrelacios fgv.: ?i, " 4tlagos magassagtol valo eltérés

=R Rt Ry = (R -Rr 440D
ot Fat)=Rizd)- )@MM

{ |
C(/ﬁg) MM M/Q%
one: ol ] (5)

b L BBt nagy (o 03’“’4*
ph m, Yok WM? ()t




Elmélet

r— A attérés az egyszeriiség miatt

OROD _ e )i B et
% T i
atlagos névekedés zaj

<n(x,t) >=0 azaz n fehér zaj, korrelalatlan
<ﬁﬁxﬁﬁﬂj%gﬁ‘f>ﬁji 5§ - (1)

szimmetria elvek: (Q! -re megszoritasok) invarianciak:
i) id6beli transzlaciéra (i >4t {g)

2 2 !
% - ”ﬁ ’}2%&3{%’ (X% nem lehet

nem lehet explicit t-fliggés

= Ohlx )
Y

ii) novekedési irdnyban transzlacié (h=0 szint valasztasatél fliggetlen)
— explicit h fliggés nem lehet

T!' i
V4 ot
iii) szubsztratum menti eltolas
N expl{;:it x fliggés nem lehet
J oK
X"
iv) forgatds, bal-jobb tiikr6zés
— a paratlan gradiensek se szerepelhetnek
v) fel-le szimmetria

2
csak egyensulyban igaz, ekkor paros hatvanyok (pl: ({‘7"’5’—\ )is kiesnek
nemegyensuly — kivalasztott iranyok

linedris elmélet tfh. Th kicsi — magasabbrendii tagokat elhanyagoljuk
feliilet novekedés a lokalis gorbiilet és a véletlen tag adja meg
ARl

yD%%%&@

ot (Edwards-Wilkinson egy.)

skalazassal megoldas: mert: mego. fraktal, invarians a skalazasra — egyenlet is inv. erre



N L ,;t_
X Mx*w% ) 3\9%5“/@? 7 if’"”é“’&z
megj.: ez az egyenlet csak a durvulast irja le, a novekedéshez egy +v tag is kell a jobb oldalra

i B4 (e B WMQWM% 1)

}\
5 =0 56

Jl-x)g (4 A)

zaj skalazasa:

e P %?"(M/ %(zs,ﬂ

924179

skalazas utan:

34 (x ”}\”M« TRy (-2 - Q{”’Z

9t
ezeknek a tagoknak b-tél fiiggetlennek kell lenni —
)-d 2 2-d _
Sd=7- « BT

és d=2 a kritikus dlmenzié (ha d>2; a formulak értelmetlenek)
d=2(sikra novesztiink) : «a=0, kvazi sima feliilet

Nemlinearis eset: Kadar-Parisi-Zhang (KPZ) egyenlet

& <7k J“?‘ (VR +r 4 n(x})

a%“
/0
~feliileti 1. nemlin.tag — a feliilet oldalra is tud mozogni, ki tud szélesedni
fesziiltség,

simitja a fgv.-t



feliilet mozgasa: allando sebességgel, a pillanatnyi
normalis irdnyaba

Tty =, % et gy i vinogiind =2 7)<
I ,\f,g% \ g&w M’f :G%%%ﬁ s orhfylik (VA<

[
5
«

X é)

I fv‘[’ll(‘?@] Nwwgm

2
(WQ hatasa: a domboknak n6 a sugara, a volgyeké csokken, élesdik
de ezek az éles részek alt. 6sszeolvadnak kisimulas

!

zaj: durvulast okoz
az el6z6 egyenletnél alkalmazott skalazasi modszer itt a nemlinearitas miatt nem miikddik
Ay
A )
%53% (VR
0t egyenletet vizsgaljuk

ko=t ()

alaku legyen(g: onaffin fgv., ilyen
megoldast keresiink)

T LAY

behelyettesitve:
l

/gyorsabban « 0, mint az el6z6 tag/
! t - 0: lassabban divergal, mint az el6z06 tag
! mert ennek a két tagnak hasonl6 tempdban
kell divergalnia

~ ézﬁ [?q (ﬂgﬂii_ﬂz bt



~z=p2-l (223
‘ii"i/ [
& HZ x.“.:zl

1 fiiggetlen exponens van

Q{;T/%i \}1‘1 1 (25’%

o)

d=1: a stac. feliilet egy véletlen bolyongas (H=1/2) —

feliileti diffuzidé

a feliilet alakjat nagyrészt a feliileti diffizi6 hatarozza meg

iy i (x4

0%
%g,% G b -Tpled)
® (x :ﬂ “; - Vgﬁ (;‘/ﬂ

- Vl?a,:‘\;‘,f’;«

{T
el , dombokon kevesebb szomszéd
atom van, volgyekben t6bb, oda
nehezebb betenni Gjabb részecskét

j: aram, p: kémiai potencial, és

atskalazassal: oV

=k sled o z=l

o>1! eddig: o durvasagi exponens 0 és 1 kozott volt
o>1: minél kozelebb van egymashoz 2 pont, annal nagyobb
koztiik az atlagos magassagkiilonbség



van ilyen feliilet, pl: kisérletekben ez nem jellemz6 — vannak mas
tagok is a feliileti diff. mellett

szimulacidkkal egyezik,
elmélet-szimulacio6 alt.egyezik, kisérletek nem!
pl:nedvesités itatosban, baktériumtelep, tlizfront,...
oka: a val6sagban nem fehér zaj van

Novekedés véletlen kbzegben

a feliiletet ér6 perturbacié a feliilet helyétdl fligg:

<”L@* )8 V5=d g -x"YAGA)
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,,2determinisztikus” novekedés,
inhomogén koézegben helyenként lassan/gyorsan terjed
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%nagyéégrendje minden tag azonos nagysagrendd kell legyen
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d=1: a=0,75 és =0,6; jol egyezik a kisérletekkel és a szimulacidkkal is

Mintazatképzodés

feliileti fesziiltség
anizotrépia
fluktuaciok
feliiletet hajto erd

Egyenletek

& ) dimenziétlan skaldrmezd (pl: hémérséklet szilardulaskor, nyomas folyadékok
keveredésekor, elektr.pot., koncentracio)
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igaz rajuk lassui novekedésnél, valtozo hatarfeliilet
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gyors novekedésnél a hatarfeliilet valtozasahoz nem relaxal elég
gyorsan

feliiletre merd6leges irnyban a novekedési sebesség:

.
M normalis egységvektor

pl: kristdlyosodds — latens hd, minél gyorsabban diffundal el a hé, anndl jobban tud
kristalyosodni

hatarfelt.: V’W’" 0 a novekvd fazis belsejében, és u.=const.
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Mullins-Sekerka instabilitds

To=-17L
tfth. a feliilet egy helyen nem teljesen sima
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g tfh. polikristalyos anyag. 0 {.-on fagy
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nincs anizotropia

pl: dendrites (elagazo) kristalyosodas
pl2: 2iiveglap kozott siirii folyadék (pl:olaj), leveg6t pumpalunk bele
nyomasgradiens hajtja a folyadékot
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stabilitas vizsgalattal:
k hullamszamu sin perturbacio, instabil lesz ;
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diszperzios relacio.
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egy csucs + perturbaciok — elagazas, ez ismétlodik — komplikalt, elagazo szerkezet
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DLA, bolyong6 részecske megtalalasi valszin. "=~ racspontban t+1 idGben:
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%+ szomszédra mutaté vektorok, z db.
szomszéd
pl: négyzetracson:

o

iy 417) - M(":ré4%)”“3&4&(&“?43&\"24&(’%@ A4 alitng D w(ag1) (i b) enligat

!
A%W’ﬁ/

)]



hatarfeltételeket is megkapjuk

zaj-redukcié DLA-ban

DLA: egy részecske mozog, esetlegesen — véletlenszeriiség, a keletkez6 strukturaban is

de: pl. viz kristalyosodasanal szabalyos, struktirak
DLA-bol ki kell szedni a fluktuaciékat

bolyongé részecske varh. értéke megfelel a Laplace-egyenletnek

modszer:
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iy pl:m=50

szamlalok a novekedési helyekre, +1, ha odaér egy bolyongo részecske

ha elér egy adott m-et, betoltjiik, ij helyekre szamlalok 0-val ~ atlagolas
— nNégyzetracson:
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bizonyos kristalyok igy névekednek



